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1 Einleitung

Petrinetze sind ein verbreiteter graphbasierter Formalismus zur Beschreibung ver-
teilter Systeme. Im Zusammenhang hiermit hat sich besonders die Semantik der
verteilten Ablaufe als niitzlich erwiesen. Die noch im entstehen begriffene Temporal
Logic of Distributed Actions (TLDA) stellt einen Formalismus dar, mit logischen
Mitteln iiber verteilte Ablidufe zu reden. Die jeweiligen Modellmengen dhneln sich
dabei in der zugrundeliegenden Anschauung, wenngleich die mathematische Be-
schreibung deutlich verschieden ist. Diese Arbeit formuliert eine semantische Aqui-
valenz zwischen beiden Formalismen, und gibt eine Bildungsvorschrift an, mittels
der zu einem Petrinetz eine semantisch dquivalente TLDA-Formel konstruiert wer-
den kann. Der Aquivalenzbegriff ist dabei so stark wie mdglich formuliert, so dass
man sagen kann, dass die konstruierte Formel “exakt” die gleichen Ablaufe wie das
zugrundeliegende Petrinetz beschreibt.

Die Frage nach dem Sinn dieser Arbeit stellte sich mir zunéchst nicht. Die Moti-
vation zur Beschiftigung mit der Materie bestand darin, die Ausdruckmittel von
TLDA im Umgang mit dem Formalismus und in Gegeniiberstellung zu Petrinet-
zen besser kennenzulernen. Insbesondere der umfangreiche Beweis der Korrektheit
der Bildungsvorschrift fiir die TLDA-Formel zu einem Petrinetz ist sehr technisch,
bietet keinerlei Uberraschungen und ist sicherlich in erster Linie eine Ubung im Auf-
schreiben von Beweisen. Der Leser moge dies bedenken, bevor er sich entschlieft,
diesen Teil der Arbeit zu lesen.

Ein paar interessante Aspekte von TLDA und dem Verhiltnis von TLDA zu Petri-
netzen finden sich dann doch in dieser Arbeit.

Da ist zunichst das Pridikat closed und seine Problematik. Hierbei geht es im
wesentlichen darum, inwieweit mittels TLDA ausgedriickt werden kann, dass eine
Transition in einem verteilten Ablauf “isoliert” vorkommt.

Ein weiterer Aspekt ist die Problematik der Unterscheidung nicht einfacher (s. De-
finition 23) Petrinetze mittels TLDA. Hierbei ist wesentlich, dass in TLDA eine
Transition nur mittels ihres Effektes auf Variablen identifiziert werden kann, wéh-
rend Petrinetze Transitionen iiber ihren Effekt auf die Menge der Platze hinaus
unterscheiden.

Schliefslich beschéftigt sich auch das Kapitel iiber Invarianten in TLDA mit einem
wichtigen bisher noch nicht ausgearbeiteten Aspekt dieser noch im Entstehen be-
griffenen Logik.

Im Anschluf an diese Arbeit stellen sich einige Fragen, die hier nicht behandelt
werden: Diese Arbeit betrachtet nur 1-sichere Low-Level-Netze. Kann der Ansatz
dieser Arbeit auch auf High-Level-Netze erweitert werden? Hier wére zunachst die
Klasse der algebraischen Netze aus [WWVT97| interessant. Dabei wire entschei-
dend, nicht 1-sichere Netze handhaben zu kénnen. Grundsétzlich scheint mir dies
kein Problem zu sein. Weiterhin wire es ggf. interessant zu untersuchen, wie sich be-
stimmte aus der Welt der Petrinetze bekannte Eigenschaften und Argumente (Platz-
Invarianten, Leads-to-Eigenschaften, Causes-Eigenschaften, etc.) auf der Ebene der
TLDA-Formeln darstellen. Ob dies tatséchlich zu neuen Einsichten fiihrte, sei da-
hingestellt.

Mein herzlicher Dank gilt Adrianna Alexander fiir die Betreuung dieser Arbeit.



2 Schreibweisen

In dieser Arbeit werden folgende Konventionen verwendet:

e Sei R Relation. Fiir (a,b) € R schreibe ich auch aRb.

e Sei R C M x N eine Relation, a € M und A C M. R(a) = {b € N | aRb} und
R(A) = Ugcalb € N | aRb}.

e Sei R Relation. aR~'b < bRa.

e In der Arbeit werden an Stelle der Terme true und false oft sematisch dqui-
valente Terme (Aussagen) geschrieben.

e Die Menge der natiirlichen Zahlen (N) schlieft die Null mit ein.

e Sei S eine Menge, dann bezeichnet S* die Menge aller nicht-leeren endlichen
Sequenzen und S“ die Menge aller nicht-leeren unendlichen Sequenzen. Wei-
terhin sei S £ S« U ST,

e Die Funktion [: ST — N weist einer endlichen Sequenz von Elementen aus S
die Lénge der Sequenz zu.

e Fiir eine Sequenz 0: N — S, N C N iiber Symbolen aus S und = € N be-
zeichnet 0/,_, die Sequenz mit o, (i) = o(i + x).

e Beweisregeln werden wie folgt dargestellt:

Pramisse

Konklusion

und sind wie folgt zu lesen: Wenn die Pramisse eine giiltige (im Sinne von
Allgemeingiiltigkeit) Formel ist, so ist die Konklusion eine giiltige Formel.

e o(M) bezeichnet die Potenzmenge von M.



3 Die Logik TLDA

In diesem Kapitel werde ich eine kurze formale Beschreibung der Logik TLDA nach
[Ale02] geben. Eine ausfiihrliche Darstellung der Logik kann ebendort gefunden
werden.

In dieser Arbeit werden TLDA-Formeln iiber dem Aussagenkalkiil gebildet, d.h.
Variablen werden als Aussagen verstanden und Ausdriicke werden somit iiber der
Domain {true, false} interpretiert. Aus diesem Grund werde ich eine auf diesen
Spezialfall eingeschrinkte Syntax und Sematik fiir TLDA angeben.

3.1 Modellmenge

Sei Val = {true, false} und Var eine endliche oder unendliche Variablenmenge.
Definition 1 (History). Eine Abbildung H : Var — Val™ heift History.
Fir x € Var wird H(x) als History von x bezeichnet. Fiir H(x) wird auch H,

geschrieben. H, (i) bezeichnet dann das i-te Element in der History von .

Oft wird nur ein kleiner Teil der (moglicherweise unendlich grofen) Menge Var
betrachtet. Implizit wird somit die Klasse aller Histories bezeichnet, die auf der
Teilmenge der betrachteten Variablen gleich sind.

Definition 2 (Transition). Eine Transition ist eine Abbildung ¢t : V' — N, wobei
0#£V CVar.

T bezeichnet die Menge aller Transitionen.

Definition 3 (Involvierte Variablen). Zu einer Transition ¢t : V — N ist
Inv(t) £ V die Menge der in t involvierten Variablen.

Definition 4 (Vorginger Relation). Die direkter Vorginger Relation <- C T xT
is definiert durch

t <-u gdw. 3z € Inv(t) NInv(u) : t(x) = u(z) — 1.
< bezeichnet die transitive Hiille, und < die reflexive transitive Hiille von <-.
Definition 5 (Run). Sei H eine History und 7' C 7 eine Menge von Transitionen.
R = (H,T) ist einen Run genau dann, wenn
1. fir jede Variable z € Var und fiir alle 7,0 < i < [(H,) — 1 genau eine
Transition ¢ € T existiert mit ¢(z) = ¢;
2. fiir alle t € T und fiir alle z € Inv(¢) gilt: 0 < t(z) < [(Hy) — 1;
3. <|rxr irreflexive ist.

Definition 6 (Nebenldufige Transitionen). Sei R = (H,T) ein Run. Zwei
Transitionen t,u € T, t # u heiken nebenliufig in R genau dann, wenn —(¢ <
u) A=(u < t).

Definition 7 (Cut). Sei R = (H,T) ein Run. C : Var — Nist ein Cut in R genau
dann , wenn

Vte T, Ve,y € Inv(t) : t(x) < C(z) = t(y) < C(y).

Co : Var — {0} ist nach Definition ein Cut in R und wird Anfangscut genannt.



Definition 8 (Stattfinden einer Transition). Sei R = (H,T) ein Run und C
ein Cut in R. Eine Transition ¢t € T findet in C statt (oder ist aktiviert in C) genau
dann wenn, fiir alle z € Inv(¢) gilt ¢t(z) = C(x)

Te ist die Menge aller Transitionen, die in C stattfinden konnen.

Definition 9 (Folgecut). Sei R = (H,T) ein Run, C ein Cut in R und U C T¢.
Cl; : Var — N ist definiert als:
Vo € Var:

Culz) 2 C(z)+1, wenn 3t €U :x € Inv(t)
C(x), sonst

Man kann zeigen, dass C{; ebenfalls ein Cut ist. Der Cut C{; wird U-Nachfolger von
C genannt.

Mit C" wird der T-Nachfolger von C' bezeichnet.

Definition 10 (Schritt). Sei R = (H,T) ein Run und C ein Cut in R. I ist
definiert als die Menge {Inv(t) | t € Tc}. S = (C,C", I¢) ist ein Schritt in R.

So = (Co, C{, Ic,) heifst der Anfangsschritt von R.

Definition 11 (Suffix eines Runs). Sei R = (H,T) ein Run und C ein Cut in
R. Ein C-Suffix R = (H,T) von R ist definiert als

1. H ist eine History und Vz € Var : }/I; = Hy ) c()—
2. T ist eine Menge von Transitionen mit 7 2 {7 | 0f(v) = t(v) — C(z), t €
T,V € Inv(t) : t(z) > C(x)}.
Man sieht leicht, dass R ein Run ist.
Fiir zwei TLDA Runs R und S bezeichnet R suff S, dass R ein Suffix von S ist.

Definition 12 (¢-Suffix eines Runs). Sei R ein Run und ¢ € Tz eine Transition.
Ein Run R; ist ein ¢-Suffix von R, wenn ein Cut, C' existiert, so dass R; ein C-Suffix
von R ist und ¢ in C stattfinden kann.

3.2 Syntax

Sei wiederum Var die Menge der Variablen. Seien ferner Var’ = {2/ | © € Var}
und Var = {a | a € Var} zwei weitere Variablenmengen. Die Logik hat also drei
Sorten von Variablen, ist also getypt.

Ein Zustandpridikat ist eine Formel des Kalkiils der Aussagenlogik, die nur Varia-
blen aus Var enthdlt. Eine Aktion ist eine Formel des aussagenlogischen Kalkiils,
die sowohl Variablen aus Var, wie auch aus Var’ und Var enthalten kann.

Eine TLDA-Formel ist

e enweder ein Zustandspradikat

e oder eine Aktion.

Seien I und G TLDA-Formeln. Dann sind



e FFAG,
.—\F
o I

und sonst nichts

TLDA-Formeln.

Weiterhin ist die Formel O F' eine Kurzschreibweise fiir —O—F'.

3.3 Semantik

Eine Interpretation iiber Val = {true, false} weist jedem Symbol aus Var, Var’
und Var ein Element aus Val zu. D.h. im vorliegenden Spezialfall der Beschrin-
kung der TLDA zugrunde liegenden Logik auf das Aussagenkalkiil, haben alle drei
Variablensorten den gleichen Typ.

Definition 13 (Giiltigkeit einer Aktion in einem Schritt). Zu einem Schritt
S =(C,C", I¢), ist die Belegung s der Variablen wie folgt definiert.

Bs: Var UVar' U Var — Val

H,(C(x)) Jfalls x € Var
H,(C(z)+1) L fallsz e Var’

Ps(e) = true Jfalls © € Var und ein y € Io existiert, so dass x C y
false , sonst

Eine Aktion A gilt in einem Schritt S (S = A) genau dann, wenn der aussagenlo-
gische Ausdruck A unter der Belegung (g erfiillt ist.

Daich es spéter bendtige definiere ich noch zu einem Cut C' eine Belegung ¢ : Var —
Val mit Bc(v) = Hy,(C(v))

Definition 14 (Giiltigkeit einer Formel in einem Run). Sei R = (H,T) ein
Run. Fiir eine Aktion A gilt:

R E A genau dann, wenn (Cy, C), I¢,) E A.
Seien F' und G TLDA-Formeln. Dann gilt:

¢ R = F AG genau dann, wenn R = F und R = G
e R = —F genau dann, wenn nicht R = F

e R = OF genau dann, wenn R = F fiir jedes Suffix R von R.

Damit ist die Semantik vollstindig beschrieben. Es ist bisweilen hilfreich, die Giil-
tigkeit eines Zustandspridikates in einem Cut zu betrachten. Daher gebe ich noch
die folgende Definition an, die, wie man leicht sieht, mit den vorhergehenden Defi-
nitionen konsistent ist.

Definition 15 (Giiltigkeit eines Zustandspridikates in einem Cut). Sei F’
ein Zustandspridikat und C' ein Cut. C' |= F genau dann, wenn der aussagenlogische
Ausdruck F unter der Belegung (¢ erfiillt ist.



3.4 Spezielle Pradikate: Enabled und progress

Definition 16 (Variablen einer TLDA-Formel). Sei ¢ eine TLDA-Formel.
V(¢) C Var ist definiert als die Menge aller Variablen, die in ¢ (einfach, gestrichen
oder geschléngelt) vorkommen.

Es wére moglich, das Pradikat Enabled mit den Mitteln von TLDA rein syntak-
tisch zu definieren. Der Einfachheit halber verzichte ich aber darauf und gebe eine
sematische Definition dieses Pridikats an.

Definition 17 (Enabled-Prédikat). Sei A eine Aktion und R ein Run. R |=
Enabled(A) genau dann, wenn ein Cut C' (unabhéngig von R) existiert, so dass
(Co,C,Ic,) E A.

Definition 18 (progress-Pradikat). Sei A eine Aktion und M C V(A). Die
Formel negPys(A) ist wie folgt definiert:

negPuy(A) £ 00( \ ~T A Enabled(An [\ —7))
€M zeV(A)\M

Das Pradikat progressy(A) ist nun wie folgt definiert:

progressy (A) = —negPy(A)

Ein Run R respektiert den Progress einer Aktion A genau dann, wenn R £
progressy (a)(A).

3.5 Induktive Invarianten in TLDA

Ein Cut représentiert einen lokalen Zustand eines Systems. Insofern ist es im Allge-
imeinen wiinschenswert, Aussagen iiber alle Cuts aller Runs einer Formel machen
zu koénnen. Eine solche Aussage ist eine Invariante bzgl. des O-Operators. Es wére
also eine entsprechende Beweisregel wiinschenswert, um Invarianten bzgl. des O-
Operators zeigen zu konnen. Fiir die mit TLDA verwandte Logik TLA gilt eine
entsprechende Beweisregel (siche [ALM96]), der in der Verifikation von Systemen
mittels TLA eine entscheidende Bedeutung zukommt:

PA[N], — P'
P AO[N], — OP

, wobei P Zustandspridikat und N Aktion ist.

Eine entsprechende Beweisregel fiir TLDA sollte folgende Form haben:

PANA—= P
PANDOA— OP

, wobei P Zustandspridikat und A Aktion ist.

Da die Menge aller Cuts eines Runs abzdhlbar und halbgeordnet ist, liegt es nahe,
eine Induktion iiber alle Cuts aller giiltigen Runs zu fiihren, um die Giiltigkeit einer
Invariante zu zeigen. Um eine Induktion iiber alle Cuts zu fiihren, muf man die
betreffende Eigenschaft tatséchlich fiir alle Y-Nachfolger fiir Y C T eines Cuts C
zeigen. TLDA kann aber nur iiber Schritte, d.h. iiber Tx-Nachfolger reden. Zeigt



man die Eigenschaft fiir den Anfagscut und fiir jeden von Anfangscut aus durch
Schritte erreichbaren Cut, so hat man die Eigenschaft also nicht unbedingt fiir alle
Cuts gezeigt. Wie kann nun ein Induktionsprinzip aussehen, mit dem man Aussagen
iiber alle Cuts zeigen kann?

Zunichst konnte man fragen, ob der Ansatz, die Eigenschaft fiir den Anfangscut
und alle Schritte zu zeigen, vielleicht aufgrund der Struktur von TLDA ausreichend
ist. Dem ist nicht so, wie ein einfaches Beispiel zeigt:

Beispiel. Sei A £ O((a’ < —a) A (' «> —=b)) und P £ a < b. Dann gilt:
(PNA) — (af <)

Aber es gilt nicht:
(P ADOA) — OP

Obige Invariantenregel fiir TLDA ist im Allgeimeinen also falsch.

Weiterhin kénnte man fragen, ob es moglich ist, den Induktionsanfang so zu modifi-
zieren, dass ein Induktionsschritt tiber alle Schritte die Vollstandigkeit der Induktion
gewdhrleistet. Die Menge der Cuts, fiir die die Eigenschaft im Induktionsanfang ge-
zeigt werden miifite, wire dann allerdings ggf. nicht endlich. Somit ist dieser Ansatz
nicht praktikabel.

Schlieflich konnte man fragen, ob man fiir Formeln und/ oder Eigenschaften einer
bestimmten syntaktischen Struktur ein entsprechendes einfaches Induktionsprinzip
angegeben kann.

Dieser Ansatz scheint vielversprechend und fiithrt mich zu folgender Vermutung:

Vermutung 1 (Invariantenregel fiir TLDA). Sei P ein Zustandspridikat und
A eine umgebungsinvariante TLDA-Formel. Dann gilt:

PANA— P
PANOA — OP

Nun ist noch zu definieren, wann eine TLDA-Formel Umgebungsinvariant ist. Wei-
terhin ist ein syntaktisches Kriterium fiir Umgebungsinvarianz anzugeben:

Bei der Definition der umgebungsvarianz verwende ich den Vorschlag von Adrianna
Alexander:

Definition 19 (Restriktion eines Runs). Sei R = (Hg,Tr) ein Run und V' C
Var. Die Restriktion von R auf V (kurz: R|y ) ist definiert als der Run (H,T’) mit
H = HR|V und T = TR|V

Definition 20 (Umgebungsinvarianz). Eine TLDA-Formel ¢ heifit umgebungs-
invariant genau dann, wenn fiir jeden Run R mit R = ¢ gilt: Fiir alle Runs S gilt:
wenn Ry (¢) = S|y (g), dann gilt S |= ¢.

Vermutung 2 (Syntaktisches Kriterium fiir Umgebungsinvarianz). Sei ¢
eine TLDA-Formel die nach folgendem Schema gebildet ist, oder die sematisch dqui-
valent ist zu einer Formel, die folgendes Schema erfiillt:

Dinit N /\ A - ¢A /\ ¢prog;

AeV

wobei



® Ginit €in Zustandsprdadikat ist,
o V Cp(Var),
e fiir alle in ¢ vorkommenden gestrichenen Variablen v’ gilt: v € A,

e fiir alle in ¢ o enthaltenen geschlingelten Variablen BCVar gilt: ANB # (.

Aus Vermutung 1 kann ich nun folgende Proposition ableiten, die ich spéter ver-
wenden werde:

Proposition 1 (Induktionsprinzip in TLDA fiir Zustandspridikate). Sei
b 2 dinit N O(@schrite) eine umgebungsinvariante TLDA-Formel, wobei ¢ipit
ein Zustandspradikat und ¢schrize eine Aktion ist. Sei oy, ein Pradikat tiber
{z1,...,xm} CVar.

Wenn

vvvvv Tm

(i) fir alle Cuts C mit C' |= Ginit gilt: Bo = Quy,.owns

(ii) fir alle Schritte S = (C.C",1c) gilt: Bo |= Qu,..n,, und S = Guchrite impli-
ziert Bor = 0y g s

dann gilt o,

.....



4 Netze und verteilte Ablaufe

In diesem Abschnitt werde ich die Klasse von Petrinetzen formalisieren, die ich im
Folgenden zugrunde lege. Wenn ich von Netzen spreche, beziehe ich mich auf diese
Klasse. Dabei handelt es sich im wesentlichen um die Klasse der es-Netze aus [Rei98].
Allerdings betrachte ich in dieser Arbeit keine Fairness. Wie in [Rei98] betrachte ich
nur 1-sichere Netze. Wéhrend in [Rei98| diese Eigenschaft durch eine entsprechen-
de Schaltbedingung fiir Transitionen garantiert wird, fordere ich sie als Invariante,
da Kausalititsbeziehungen zwischen Transitionen aufgrund von Kontakt und Kon-
flikten im Nachbereich nicht mittels des hier verwendeten Begriffs von verteilten
Abldufen darstellbar sind. Das Beispiel eines nicht 1-sicheren Netzes in Abbildung
1 verdeutlicht dies: Angenommen, die 1-Sicherheit wiirde durch eine entsprechende
Schaltbedingung gewéhrleistet. Dann ist die Transition a im Anfangszustand nicht
aktiviert, da die Marke auf Platz B ein Schalten der Transition a verhindert. Das
Schalten von Transition b ist also eine Voraussetzung fiir die Aktivierung von a.
Diese kausale Abhéngigkeit zwischen a und b kann jedoch nicht mittels verteilter
Abldufe geméaf Definition 30 und 31 beschrieben werden. Der Grund dafiir besteht
darin, dass in verteilten Ablaufen die Voraussetzungen fiir die Aktivierung einer
Transition nur in Form von Marken im Vorbereich der Transition dargestellt wer-
den. Eine Enabeling-Bedingung, die iiber Marken (bzw. nicht vorhandene Marken)
im Nachbereich redet, kann also nicht modelliert werden.

b _C
O O

Abbildung 1: Ein nicht 1-sicheres Netz.

Definition 21 ((Anfangsmarkiertes) Petrinetz). Ein Petrinetz ist ein 3-Tupel
N = (P, T, F), wobei

e Pmit PNT =10

e FC(PxT)U(T x P)
Die Elemente von P werden Plitze, die Elemnte von T Transitionen und die Ele-
mente von F' werden Bdgen genannt.

Die transitive Hiille von F' wird mit <y bezeichnet. (Soweit N durch den Kontext
eindeutig bestimmt ist, schreibe ich auch < anstatt <y.)

Eine Menge M C P heilst Markierung oder Zustand von N.

Ein anfangsmarkiertes Petrinetz ist ein 4-Tupel N = (P, T, F,I), wobei (P,T, F)
ein Petrinetz ist und I C P. I heikt Anfangsmarkierung von N.

Sei N ein (anfangsmarkiertes) Petrinetz. Soweit nicht anderes angegeben, gilt N =
(Pn,Tn,Fn) (N = (Pn,Tn, Fn, In)).

Definition 22 (Vor- / Nachbereich einer Tranisition). Sei N ein Petrinetz
und a € Py UTy. Der Vorbereich von a (*a) ist definiert durch *a = {b € PnUTx |
bFna}. Der Nachbereich von a (a®) ist definiert durch a® = {b € Py UTx | aFnb}.
Weiterhin sei *a® = *a U a®.

Definition 23 (Einfaches Petrinetz). Ein Petrinetz N heifit einfach genau dann,
wenn fiir alle Transitionen s,t € Ty gilt: °*s =t A s®* =1* = s =1
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Definition 24 (Platzberandetes Petrinetz). Ein Petrinetz N heifst platzberan-
det genau dann, wenn fiir alle Transitionen ¢ € Ty gilt: *¢ # 0 A t® # 0.

Die folgende Definition des Effektes einer Transition eines Petrinetzes unterscheidet
sich von den sonst iiblichen Definitionen des Effektes einer Transition. Dies hat
technische Griinde.

Definition 25 (Effekt einer Transition eines Petrinetzes). Sei N ein Pe-
trinetz. Der Effekt einer Transition t € Ty auf einen Platz p € °t® ist definiert
als

eff y : Ty X Py — {true, false} x {true, false}

(p € *t,p €t°*), fiir p € *t°
nicht definiert, sonst

effn(t,p) = {

Der Effekt einer Transition ¢ € Ty ist ein °¢® indizierter Vektor, der jedem Platz
p € °t® den Effekt von t auf p zuordnet:

eff y (t) = (eff (£, p))peete

Definition 26 (Schritt). Sei N ein Petrinetz, und seien M, M’ Markierungen von
N. Eine Transition t € T ist aktiviert in M, wenn *t C M.

Das Tripel S = (M, M’ t) ist ein Schritt, wenn ¢ in M aktiviert ist, und M’ =
(M\*t)yute.

Definition 27 (Erreichbarkeit). Sei N ein anfangsmarkiertes Petrinetz. Eine
Markierung M von N heifst erreichbar in N genau dann, wenn Folgen ¢4,...,¢,
und My, ... M, mit t; € Ty und My, M; C Py fiir 1 < i < n exitieren, so dass
(M;—1, M;, t;) fiir 1 < i < n ein Schritt ist und My = Iy und M,, = M.

Definition 28 (1-Sicherheit). Eine anfangsmarkiertes Petrinetz N ist I-sicher
genau dann, wenn fiir jede ereichbare Markierung M und jede Transition t € Np
gilt:

tCM = ({*\*t)NnM =10
Mit Hilfe dieser Definitionen kann ich nun die Klasse von Netzen definieren, auf die

ich mich fortan beziehen werde:

Definition 29 (Netz). Ein Netz ist ein 5-Tupel ¥ = (P, T, F, I, Pr), wobei (P, T, F, I)
ein platzberandetes, 1-sicheres, anfangsmarkiertes Petrinetz ist und Pr C T. Pr
heifst Progresspradikat.

Sei ¥ ein (anfangsmarkiertes) Petrinetz. Soweit nicht anders angegeben, gilt 3 =
(Pg,Ts, Fs, Is, Pry). Soweit im jeweiligen Kontext X eindeutig bestimmt ist, gilt:
¥ =(P,T,F,I,Pr).

Definition 30 (Verteilter Ablauf). Ein verteilter Ablauf C = (Pe,T¢, Fc) ist
ein Petrinetz mit:

(i) Fiir alle p € Pe gilt |*p| <1 und [p°®| < 1.
(i) Fir alle ¢ € T¢ gilt |*¢| > 1 und [¢t*] > 1.

(iii) <c ist irreflexiv.
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(iv) Fiir alle a € Pc UTg ist {b| b <¢ a} endlich.

Zwei Elemente a,b € Pe U T¢, a # b heifsen nebenliufig (acob) genau dann, wenn
weder a < b noch b < a.

Esgilt °C={a€ Pe |®a=0} und C° = {a € P | a® = 0}.

Sei C ein verteilter Ablauf. Soweit nicht anderes angegeben, gilt C = (Fe, T¢, F¢).

Definition 31 (Verteilter Ablauf eines Netzes). Sei X ein Netz. Ein verteilter
Ablauf C zusammen mit einem Labeling [: Pe UTe — Ps UTY; ist ein Modell von X
(oder auch einfach: verteilter Ablauf von ¥) genau dann, wenn

(i) fiir alle a,b € Pe UTg gilt: acob = 1(a) # 1(b),

(ii) fiir alle ¢t € Te gilt: I(t) € Ty und 1(°t) = *I(¢) und [(t®) = I(t)°,

(iii) {(°C) = Iy und

(iv) fiir alle t € Pry gilt: I[(C°) aktiviert nicht ¢ (Man sagt: C respektiert Progress
von t.)

Man schreibt: C ; X, oder, wenn {iber [ nichts weiter ausgesagt wird, einfach

CEx.

Definition 32 (Effektes einer Transition bzgl. eines Labelings). Sei S eine
Symbolmenge. Sei C ein verteilter Ablauf mit Labeling [ : C — X und ¢ € T¢ eine
Transition. Sei s € S. Der Effekt von t auf das Label s ist definiert als

(s €l(®t),s €l(t*)) fiir s € [(°t*)
nicht definiert, sonst

effh(t, s) = {

Effekt von t bzgl. des Labels [ ist definiert durch

effe(t) = (effe(t,0))oeiere),

12



5 Aquivalenz von Verteilten Abliufen von Netzen
und TLDA-Runs

Im Folgenden rede ich von Run, wenn ich mich auf einen TLDA-Run beziehe und
von verteiltem Ablauf, wenn ein verteilter Ablauf eines Netzes gemeint ist.

In diesem Kapitel definiere ich den fiir diese Arbeit zentralen Begriff der Aquivalenz
zwischen einer TLDA-Formel und einem Netz. Ich definiere die Aquivalenz feinst
moglich auf der Grundlage von Runs und verteilten Abldufen. Es handelt sich also
um eine semantische Aquivalenz. Dabei sind eine Formel und ein Netz genau dann
dquivalent, wenn sie “exakt” die gleichen Modelle haben. Zu kldren ist, wie der
Ausdruck “exakt” zu verstehen ist.

Im allgemeinen sind zwei Mengen gleich, wenn sie die gleichen Elemente enthal-
ten. Da Runs und verteilte Abldufe von Netzen mittels verschiedener Formalismen
beschrieben werden, wire die Forderung einer (syntaktischen) Gleichheit der Ele-
mente hier sinnlos. Vielmehr mufs die Gleichheit hier durch eine mdoglichst feine
Aquivalenz beschrieben werden. Ich definiere also zunichst, wann ein Run und ein
verteilter Ablauf dquivalent sind.

Angelpunkt der Aquivalenz von Runs und verteilten Abléufen sind die Transitionen
in beiden Modellen. Ich nenne einen Run und einen verteilten Ablauf dquivalent,
wenn man einen Bijektion zwischen ihren Transitionen finden kann, so dass zum
einen jeweils bzgl. ihres Effektes gleiche Transitionen aufeinander abgebildet werden
(die Abbildung ist lokal konsistent) und zum anderen die Transtitionen in dem
Run und dem verteilten Ablauf gleich angeordnet sind (die Abbildung ist global
konsistent). Voraussetzung fiir die Betrachtung von Transitionen als elementare
Einheiten des Vergleichs ist deren unmittelbare (syntaktische) Vergleichbarkeit. Dies
geschieht mittels der Effekte der Transitionen. Voraussetzung hierfiir ist wiederum
die (ebenfalls syntaktische) Identifizierung von Variablen und Plitzen. Unmittelbare
Folge des Vergleichs von Transitionen mittels ihrer Effekte ist, dass Transitionen (auf
lokaler Ebene) ansonsten nicht weiter unterscheidbar sind, dass also insbesondere
jegliche Labels von Transitionen keine Beriicksichtigung finden. Die Konsequenzen
hiervon im Bezug auf nicht einfache Netze werden weiter unten besprochen (siehe
Kapitel 5.1).

Den Effekt einer Transition eines verteilten Ablaufs hatte ich bereits definiert. Im
folgenden werde ich den Effekt einer Transition eines Runs so definieren, dass beide
unmittelbar syntaktisch vergleichbar sind.

Definition 33 (Effekt einer Transition eines Runs). Sei R = (Hr,Tr) ein
Run. Der Effekt einer Transition t € Tr auf eine Variable x € Inv(t) ist definiert
als

effr : Tr x Var — Val x Val

it (t.a) — | (Ho(@). Halt(w) + 1)) fir 2 € Inv(r)
) =
s nicht definiert , sonst

Als Verallgemeinerung hiervon ist der Effekt einer Transition ¢ € Tk ein Inv(t)-
indizierter Vektor, der fiir jedes = € Inv(t) den Effekt von ¢ auf x beschreibt:

eﬂR (t) = (eﬂn(t, x))melnv(t)

Abbildung 2 zeigt einen Run und die Effekte der Transitionen dieses Runs.
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pES

A true
B: false
C. false

effr (s, A)
effz (s, B)

effr(s) = (

)=

A (true, false)
B : (false,true)

o

eff'ja(t7 B)
effr(s,C)

)

false
true

B : (true, false)
C : (false,true)

Abbildung 2: Ein Run und die Effekte der Transitionen.

Mittels des Begriffs des Effektes einer Transition formalisiere ich nun den Begriff
der Aquivalenz von verteilten Ablidufen und Runs wie oben beschrieben und leite
daraus die Aquivalenz von TLDA-Formeln und Netzen ab. Dabei ist natiirlich zu
beriicksichtigen, dass die Zuordnung von verteilten Abldufen zu Netzen mittels des
zugehorigen Labels der Elemente des verteilten Ablaufs durch die Elemente des
Netzes geschieht.

Definition 34 (Aquivalenz von verteilten Abldufen und Runs). Sei C ein
verteilter Ablauf mit Labeling [. Sei R = (Hg, Tr) ein Run. C und R sind dquivalent
bzgl. I (C ~; R) genau dann, wenn eine bijektive Abbildung f : Tr — T¢ existiert
mit:

(i) effr(t) = effL(f(t)), fiir alle t € Tr (f ist lokal konsistent)

(i) s<t < f(s)<c f(t), fir alle s,t € Tg (f ist global konsistent)
(ili) °C ={x € Var| Hy(0)}

Als Beispiel zeigt Abbildung 3 einen dquivalenten verteilten Ablauf zu dem Run aus
Abbildung 2.

X X Y y VA
[al (B) (b |
®) 2] ® 0] ©
A: true S false
B: false >D< true >Dt< false
C. false true

Abbildung 3: Ein gelabelter verteilter Ablauf und ein &quivalenter Run.

Schliefslich kann ich nun definieren, wann ich ein Petrinetz und eine TLDA-Formel
dquivalent nenne.

Definition 35 (Aquivalenz von Petrinetzen und TLDA-Formeln). Sei ¥ ein
Netz und ® eine TLDA Formel iiber der Menge der boolschen Variablen P. ¥ und
® heifsen dquivalent (X ~ ®) genau dann, wenn zu jedem verteilten Ablauf C mit
C | ¥ ein Run R mit R | @ existiert, so dass C ~; R, und zu jedem Run R mit
R = ® ein verteilter Ablauf C mit C |5 ¥ existiert, so dass C ~; R.

Bei der vorstehenden Definition ist zu beachten, dass die Labels von C mit den
Variablennamen aus R syntaktisch identisch sein miissen! Das heifst, dass auch die

14

)



Symbole von ¥ und ® identisch sind in dem Sinne, dass Variablen aus ® mit Plédtzen
aus Y identifiziert werden. Ggf. konnte eine schwiicherere Aquivalenz formuliert
werden, die Umbenennung erlaubt — dies ist aber von zweifelhaften Wert, da man
genausogut ® und X als kanonische Représentanten ihrer jeweiligen Klasse bzgl.
Variabeln- bzw. Platzumbenennung betrachten kdnnte.

5.1 Exkurs: Aquivalenz von TLDA Formeln und einfachen
Netzen

Die Menge der verteilten Abldufe eines Netzes bleibt beim Hinzufiigen nicht einfa-
cher Transitionen (bis auf Graphisomorphie) gleich. Jedoch betrachte ich als Model-
le ausdriicklich gelabelte verteilte Ablaufe. Da in Petrinetzen Transitionen benannt
sind, dndert sich also beim Hinzufiigen die Menge der gelabelten verteilten Abliu-
fe. TLDA benennt Transitionen nicht. Daher wird fiir die Aquivalenz von TLDA-
Formeln und Netzen eine direkte bijektive Entsprechnung nur zwischen Variablen
und Platzlabels gefordert, wihrend die Transitionsnamen keine Rolle spielen. So
formuliert ist die Aquivalenz auch unter der Klasse nicht einfacher Netze stabil. Al-
lerdings impliziert die Aquivalenz keine Bijektion zwischen den Runs der Formel und
den verteilten Abldufen des Netzes, da die Injektivitdt von (unter Graphisomorphie
gleichen) gelabelten Ablidufen auf (unter Restriktion auf die relevanten Variablen
gleichen) Runs nicht mehr gegeben ist.

Y X
() a ®) (A b (®)
A true DEt‘C false
B: false true

Abbildung 4: Ein nicht einfaches Netz mit zwei gelabelten verteilten Ablaufen und
einem aquivalenten TLDA Run

Zu jedem Run wird ein verteilter Ablauf (mit verschiedenen moglichen Labelings)
konstruiert, und zu jedem gelabelten verteilten Ablauf kann genau ein Run gefunden
werden. Die Abbildung von der Klasse der unter Graphisomorphie gleichen gelabel-
ten verteilten Ablaufe auf die Klasse der bis auf unrelevante Variablen gleichen Runs
ist surrjektiv aber nicht injektiv. Es liegt nahe zu vermuten, dass, wenn man nur ein-
fache Netze betrachtet, die Aquivalenz eine Bijektion zwischen den Modellmengen
impliziert:

Vermutung 3. Sei X ein einfaches Netz und ® eine TLDA-Formel iber der Menge
der boolschen Variablen Ps. Wenn ¥ ~ ®, dann ist die Relation ~C [{C | C &
S} Graphisomorphic X {R | R = ®} eine Bijektion.

Beweisfragment zur Vermutung 3. Zeige, dass gilt: C ~ QAC ~ R = Q = R.
Beachte, dass der einzige mogliche Unterschied, die Variablenmengen von R und Q
sein kdnnen, das Labeling der Transitionen aber eindeutig ist. Diese ist aber gleich,
da Q= ® und R = ® und Var in diesem Fall fest vorgegeben ist. O
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Vielleicht wiire es jedoch wiinschenwert, in der Frage der ® zugrunde liegenden
Variablenmenge etwas flexibler zu werden. Dazu kénnten (wie oben bereits ange-
deutet) auf der Seite von R Klassen bzgl. Gleichheit auf Restriktion bzgl. relevanter
Variablen betrachtet werden.
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6 Die Formel &y

6.1 Das Pradikat closed

i1
A: true ¢ false  A: true ——LF— false
B: true false  B: true *’Dt—>false
2

Abbildung 5: Zwei Runs, die sich durch die Isoliertheit der Transition voneinander
Unterscheiden

Gegeben seien die Runs aus Abbildung 5. Es ist leicht zwei Netze zu konstruieren,
die (bis auf Graphisomorphie) jeweils genau einen gelabelten verteilten Ablauf ha-
ben, der jeweils zu einem dieser Runs dquivalent ist. Eine dquivalente TLDA-Formel
muf also jeweils genau diesen einen Run als Modell haben. Will man also zu dem
jeweiligen Netz dquivalente Formelen angeben, so miissen diese Formeln zwischen
den beiden Ablaufen aus Abbildung 5 unterscheiden konnen. Insbesondere mufs man
also ausdriicken, dass eine Transitionen isoliert ist. Dazu bietet sich das Sprachmit-
tel der Varialbenmenge Var an. So verlangt die Formel O((A Vv B) — AB), dass A
und B unter allen Umsténden gemeinsam von einer Transition aktualisiert werden.
Ebenso verlangt die die Formel O((AV B) — = AB), dass A und B unter keinen Um-
stdnden durch die selbe Transition aktualisiert werden. Ganz allgemein steht man
also vor dem Probelm auszudriicken, dass eine Transition isoliert ist, das heifit, nur
bestimmte Variablen aktualisiert. Das ldft sich wie folgt formalisieren: Sei M die
Menge der Varialben, die aktualisiert werden, so wird Folgendes gefordert:

MA N\ ~MU{v}
veVar\M

Fiir unendliches Var ist dies keine TLDA Formel. Tatsachlich 14fst sich diese Eigen-
schaft nicht mittels TLDA ausdriicken, da anderenfalls iiber die Varialbenmenge,
also liber ein Element der Signatur der Sprache, quantifiziert werden miifite.

Um dieses Problem zu umgehen, definiere ich ein zweistelligen Préadikat closed. Das
erste Argument ist eine Variable aus Var, das zweite Argument ist eine endliche
Teilmenge von Var und beschrinkt die Menge der Variablen, iiber die etwas aus-
gesagt wird.

Definition 36 (Priidikat closed). Sei Z € Var und A C Var endlich. Das Pridikat
closed C Var x Var ist definiert durch:

closed(Z,A) = T A /\ ﬁxfu\{;}
v%A

Es fragt sich ganz allgemein, wie bei der Konstruktion einer Formel zu einer gege-
benen Menge von Runs mit dem Umstand umzugehen ist, dass nur iiber einen end-
lichen Variablenraum geredet werden kann, wihrend es Runs gibt, die nicht endlich
darstellbar sind. Eine Moglichkeit wére, diesem Umstand bereits in der Formulie-
rung der Aquivalenz zwischen Runs und verteilten Abliufen Rechnung zu tragen,
indem man die Aquivalenz beziiglich der Restriktion des Runs auf die relevanten,
d.h. im Wertebereich des Labelings des verteilten Ablaufs vorkommenden Variablen
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definiert. Ich habe es mir hier etwas einfacher gemacht, indem ich das Problem bei
der Definition des Aquivalenzbegriffs ganz aufier Acht gelassen habe und stattdes-
sen im Folgenden die Varialbenmenge Var immer auf die (endliche) Platzmenge des
zugrundeliegenden Netzes beschrénke.

6.2 Definition von &y

Definition 37. Sei ¥ ein Netz. Dann ist die TLDA-Formel @5 wie folgt iiber der
Variablenmenge Var = Py, definiert:

Gt = | N\ oAl N\
pels pé¢Is
o} = /\ plA /\ -p' | A /\ o /\closed('A{',PE) , fur alle t € Tx;
pe°t peESt\t® pEt®
¢p = (D— \/ on , fiir alle p € Py
te(.p.)
¢prog = /\ progress.t.(qbt)
teEPry
Ox 2 it A\ Tp A bprog
pEPs

B
Abbildung 6: Ein Beispielnetz

Als Beispiel diene das Netz aus Abbildung 6. Die Formel ® 44,6 stellt sich dann wie
folgt dar:
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D Appe £ (A/\ —|B)
d)init
AN-A"ANB' A closed(ANB, AB)

AO|[A—v ba .
BA-=B' ANA"Aclosed(AB, AB)

@b

Pa
AN=A"AB'Aclosed(AB, AB)

AO|B—v i _
BA-B' A A" Aclosed(AB, AB)

(o

¢B
progress; 4 gy (AN —A"AB'A closed(AB, AB))

d)(l
AN A —
progress; 4 gy (B A =B' A A" A\ closed(AB, AB))

(o)

d’pTog

6.3 Satz iiber die Korrektheit von s

Die zentrale Aussage dieser Arbeit ist nun der folgende Satz:

Satz 2. Sei Y ein Netz. Wenn Vermutung 1 stimmdt,
so gilt: ¥ ~ Py

Der Rest dieser Arbeit widment sich dem Beweis des vorstehenden Satzes.
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7 Beweis des Satzes iiber die Korrektheit von &y

In diesem Kapitel wird der Satz 2 bewiesen.

Sei ¥ ein Netz und ®x wie in Definition 37. Zu zeigen ist:

1. Teil: Fiir alle Runs R mit R = Oy, existiert ein verteilter Ablauf C mit ¢ = X
und C ~ R.

2. Teil: Fiir alle verteilten Abldufe C mit C = ¥ existiert ein Run R mit R | @y,
und R ~ .

Technische Lemmata fiir den Beweis von Satz 2

Das folgende Lemma stellt einen unmittelbaren Zusammenhang zwischen den er-
eichbaren Markierungen eines Netzes ¥ und den Cuts eines Runs von ®x her. Es
ermdoglicht damit, Aussagen iiber Invarianten von 3 auf &y zu iibertragen.

Lemma 3. Sei ¥ ein Netz. Jede giiltige Belegung der Variablen in einem Cut C
eines Runs von ®x entspricht einer erreichbaren Markierung M wvon X, in dem
Sinne, dass gilt:

{peVar | Hy(C(p)} =M

Beweis von Lemma 8. Zu zeigen ist eine Invariante bzgl. des O-Opertors. Die Be-
hauptung folgt unmittelbar aus Proposition 1. Um Proposition 1 anwenden zu kon-
nen, muf Py umgebungsinvariant sein. Da Var = V(®y), ist Py trivialerweise
umgebungsinvariant. Es geniigt also die Voraussetzungen von Proposition 1 zu zei-
gen.

Sei C' ein Cut mit C' |= ¢ipni+. Daraus folgt umittelbar
{peVar | Hy(Cop))} ={pe Px|pelst=Ix

Damit ist Voraussetzung (i) von Proposition 1 gezeigt.

Sei Psehrite = /\Z)EPE ¢p. Sei S = (C,C",I¢) ein Schritt mit S = @scnriee und
M ={peVar| Hy(C(p))} ist eine erreichbare Markierung von 3.

Ich zeige: M’ = {p € Var | H,(C'(p))} ist eine erreichbare Markierung von X.
Wegen Var = Py, gilt natiirlich M’ = {p € Ps, | H,(C'(p))}.
SeiTS:{tETZ|S):¢t}.

Wegen ¢; — *t* fiir alle ¢t € Tk gilt (nach [Ale02]), dass fiir ¢ € T die Mengen *¢*
paarweise disjunkt sind.

Nun gilt:

CENAv

pe°t
~ VteTsVpe*t: Hy(C(p))

~ U tc{pevar | H(Cp)} =M
teTs
~  VteTg: tist aktiviert in M
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Da die Mengen °t® fiir t € Ts paarweise disjunkt sind, gilt fiir einen Schritt
(M, M® t)in %, dass alle t' € T\ {t} in der Markierung M®) = (M \ *t)Ut® akti-
viert sind. Durch Induktion iiber T folgt, dass M) = (M \ Urers ) UUsers t°
eine ereichbare Markierung in 3 ist.

Ich zeige nun, dass M(Ts) = M.

Aus S | @y folgt SEp — \/te(.p.) ¢¢, fiir alle p € Ps. Daraus folgt unmittelbar
Ic = Uer, *t*. Fiir alle p € (Ps \ User, °t°) gilt folglich C(p) = C’(p) und somit
H,(C(p)) & Hp(C'(p)). Das heifit:

{pe @\ [J ) [H(C' )y =1{pe P\ | ) | H(C))}

teTs teTs

und

M P\ |t =MnPs\ | )

teTs teTs

Wegen S = A\, cr. ¢ gilt weiterhin

A A AN A

teTs peot\t® teTs pet®
A VteTsVp e *t®: (nH,(C'(p)) & p €t AHy(C'(p) < pet®)

~ {pe | 1HCE)}=U

teTs teTs
~ MnolJe=Jr
teTs teTs

Einfache Umformungen im Mengenverband ergeben schlieflich:

M =MnPy=Mn(P:\ | t)u | )
=M NP\ | enun o)

=Mn@P\ | tnu e

teTs teTs
=M\ [J o
teTs teTs

=M\ ot

teTs teTs
= MTs)

M’ ist also eine ereichbare Markierung in ¥. Damit ist auch Voraussetzung (ii) von
Proposition 1 gezeigt. (|

Das folgende Lemma stellt die Anwendung der Eigenschaft der 1-Sicherheit eines
Netzes X auf die Formel @y, dar und liefert die Begriindung dafiir, dass weiter unten
im Lemma 7 zu einer Transition ¢ € Ty, der Effekt einer entsprechenden Transition
in T unmittelbar aus der Formel ¢; abgelesen werden kann. Im Folgenden setze
ich dieses Lemma oft stillschweigend voraus, wenn ich mit @y, argumentiere.
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Lemma 4 (Aquivalente Formulierung fiir ¢;). Sei & ein Netz. Es gilt:

oy, — O /\ p— /\ -p

pe°t peEte\*t

Beweis von Lemma 4. Dies folgt unmittelbar aus Lemma 3 und der 1-Sicherheit
von X: Sei R ein Run mit R = ®y und R’ ein Suffix von R. Nach Lemma 3 gilt
fir R’, dass M = {p € Var | H,(0)} eine ereichbare Markierung von ¥ ist. Sei
nun ¢t € Tx. Wenn R’ = A .., p gilt, dann ist fiir alle p € *t H,(0) erfiillt. Also
gilt *t C M. Folglich ist ¢t in M aktiviert und aufgrund der 1-Sicherheit von ¥ gilt
(t*\ *t) N M = (. Das heift, dass fiir alle p € t*\ *¢t Hp,(0) nicht erfiillt ist. Folglich
gilt R" = A\ cse\o; p filr alle Suffixe R von allen Runs R von ®x. O

Lemma 5. Sei X ein Netz. Es gilt:

Oy — O | Enabledes (¢1) < [\ p

pe®t

Beweis von Lemma 5.
Enabledege (¢r)
= Jep,p € *t*3b3by, p € Py \ °t°:

dlep/p'.p € *1°,b/*1* b, /*t* Up,p € Ps \ °t*]
= 3cp,p € *t\ t°3cy,q € t°3b3by,p € Py \ °t°:

/\p/\ /\ ﬂcp/\/\cq/\b/\ /\ —by

peSt peCt\t® qete peEPs\*t®
= A\ pA3ep,p € *t\t*3cg,q € t*IbIb,, p € P\ *t°:
pe°t
N —eon Nenvn N b
pEL\t® qet® pEPs\*t®
= Av»r
peet

Lemma 6. Sei 3 ein Netz und t € Pry. Fiir eine Run R gilt:

R = progresseie (¢1) gdw. Ip € *t Vi e N3r € Tr: Hp(i) — r(p) =1
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Beweis von Lemma 6.

R E progresseis (¢4)
N R ): ﬁ7’L€gP-t- (¢t)

~ RE-00( \ ~pA Enabled(¢:))

peete
~ R):DO(\/ ﬁvﬁ/\p) (Lemma 3)
pe°*te pet

~ VS, Ssuff R3AT, T'suff S:
Gpe’t:TEp)V (e t:TEp)
~ VS, Ssuff R3T, Tsuff S:
Gpet:TEpVv-p V@pect’\*t: T D))
~ VS, Ssuff R3IAT, T'suff S:
(FpectIseTr: s(p)=0V ﬁHI(,T) (0))
VEper\uTE \/ )
seope
~ VS, Ssuff R3IT, T'suff S:
(3p € *t3s € Tr: HI(0) — s(p) = 0)
V(Epet®\*t: (Fsep®: T E¢s) vV (Is € p\p*: T = ¢s))
~ VS, Ssuff R3AT, Tsuff S:
(3p € *t3s € Tr: H(0) — s(p) = 0)
V(@pet®\*t:(Fsep®:TEp VEsep\p*:TEDY)
~ VS, Ssuff R3T, Tsuff S:
(3p € *t3s € Tp: H}ST)(O) — s(p) =0)
V(3pet®\*t: (T =p)V (T (Nachfolger von T) E p)
~ VS, Ssuff R:
(3T, T suff STp € *t3s € Tr: HP(0) — s(p) = 0)
VET,Tsuff SIpet® \*t: T Ep)v (3T, Tsuff SIp € t*\ *t: T Ep)
~ VS, Ssuff R: (Korollar 4)
(3p € *tJi € N3s € Ts: H P (i) — s(p) = i)
V3T, Tsuff Sp € *t: T = —p)
~ VS, Ssuff R:
(3p € *t3i € N3s € Ts: HP) (i) — s(p) = 1)
V (Ip € *t3i € Ns € Ts: ~H(*)(i))
~ VS, Ssuff R:
(3p € *t3i € N3s € Ts: H{™ (i) — s(p) =)

Induktiv folgt, dass es unendlich viele Suffixe von R gibt. Nun kann ein Schub-
fachargument angwandt werden: Unendlich viele Schritte involvieren endlich viele
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Variablen. Also existiert eine Variable die unendlich oft involviert ist:

Ipe*tVieNIs e Tr: HM (i) — s(p) =i

Die Riickrichtung kann &hnlich gezeigt werden:

20 0 2 2

D)

D)

Ip e tVieNIs e Tr: HP (i) — s(p) =i

VS, Ssuff RIp € *t3i € NIs € Ts: H{S (i) — s(p) =i

VS, Ssuft R3AT, T'suff S3p € *t3s € Tr: HI(,T)(O) — s(p) =0)
VS, Ssuff R3IT, T'suff STp € *t3s € Tr: ~H(0) V s(p) = 0)
VS, Ssuft R 3T, T suff S3p € *t: pV —p)

VS, Ssuft RAT, Tsuff S: (Ipe®t*: T =p)V(Ipe®t: T —p))
R E OO( \/ ﬁvﬁ/\p) (Lemma 3)
peete pet

R —o0( /\ —p A Enabled(¢r))

pe°te

R = ~negPeie (1)
R [ progresssis (1)

O

Lemma 7. Sei ¥ ein Netz und R ein Run mit R = ®x. Sei ferner r € Tg,
dann exitiert ein t € Ty, so dass effx(t) = effg(r). Wenn X einfach ist, dann ist t
eindeutig bestimmi.

Beweis von Lemma 7. Sei R, ein r-Suffix von R.

(%

—~

R, E Inv(r) (Def. r-Suffix)

Wegen R |= @y folgt R = A ,cpy (P — Vicops ¢+). Somit ergibt sich:

Vz € Inv(r): R, &= \/ on

teexe
Ve € Inv(r) 3t € °2°: R, E ¢4 (%)
Ve e Inv(r) 3t € °2°: R, E closed(m, Py) (Def. ¢;)
Vo € Inv(r) 3t € *2® 3s € Tg: (Def. von closed)
R, ist s-Suffix von R AlInv(s) = V(¢;)
Vo € Inv(r) 3t € *z® 3s € Tx: (dazeV(g))

R, ist s-Suffix von R AlInv(s) = V(¢;)
Alnv(s) NInv(r) # 0
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Aus Inv(r) NInv(s) # 0 und R, ist s-Suffix und r-Suffix von R folgt r = s und man
erhélt:

Vo € Inv(r) 3t € *z® 3s € Tx:
R, ist s-Suffix von R AlInv(s) = V(¢:) = Inv(r)
~ Ve elnv(r) It e ®z®: V(g) =Inv(r) AR, = ¢ (wegen (x))

A FHEeTs: V(g) =Inv(r) AR, = ¢y

Wenn nur einfache Netze betrachtet werden, gilt nach Konstruktion von &5, V(¢;) =
V(pu) = (u=1V ¢y — —¢). Somit ist ¢ eindeutig bestimmt:

Mt € Ts: Vigy) =Inv(r) AR, = ¢y

Da es nach Korollar 4 genau eine Belegung der Variablen in Inv(r) gibt, die ¢, erfiillt,
somit der Wert aller Variablen eindeutig bestimmt ist, folgt schlieRlich (nach Def.
eff und Def. oy)

dt e Ty effR(r) =effy (t)
bzw.
At € Ty eff p(r) = effy;(¢t) , falls ¥ einfach ist.

O

Proposition 8. Sei X ein Netz und C ein verteilter Ablauf mit C |=; 3. Sei s,t € Te
und x € Px,. Es gilt:

ze®lt) Nz e®l(s)® = s<tVi<sVt=s
Beweis von Proposition 8. Sei x € °l(t)* A x € *l(s)®. Es existieren also p € °t*
und ¢ € *s® mit I(p) = « = l(q). Da (nach Def. verteilter Ablauf) gleich gelabelte
Element nicht nebenldufig sind, folgt

p<qVqg<pVp=gq

Im folgenden nehme ich an, dass p < ¢V p = ¢q. Nach der Definition von verteiltem
Ablauf exitierten nun genau ein u mit p € *u und genau ein v mit ¢ € v*. Wenn
p=gq,danngilt v <p=¢g<uund s=uVs=wvund t =uVit=wv, woraus die
Behauptung unmittelbar folgt. Bleibt also p < ¢. Hieraus folgt u < v.

1. Fall: pet®* ~ t<p<u<w.
2. Fall: pec°®t ~ p<t=u<w.
Es gilt somit ¢ < v.

1. Fall: ges®* ~ t<v=s.

2. Fall: ge°s ~ t<v<s.

Fir ¢ < pV p = ¢ erhélt man ganz analog s < t V s = t, so dass insgesamt gilt
s<tVt<sVt=s. [l
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Proposition 9. Sei X ein Netz und C ein verteilter Ablauf mit C =) X. Sei s, t € Te
und x € Px,. Es gilt:

(i) z €®l(s)® Az € l(t)As <tAN(PueTc: s <u<thw €°®l(u)®) = xz€l(s)®
(i) x € l(s)*Ax € *l(t)*As <tAFu € Te: s <u <thz €°®l(u)®) = xc€°l(t)

Beweis von Proposition 9. Um i. zu zeigen, sei x € *I(s)® und = € *I(t) und s < ¢
und fu € Te: s <u <tAze®l(u).

1. Fall: z € ®i(s). Dann existieren p,q € Pz mit
llp)=x=1l(g ApeE®shqge"’t

Da gleich gelabelte Elemente nicht nebenldufig sind, gilt (p < ¢Vg < pVp = q)
und insgesamt gilt:

(p<qVqg<pVp=q)As<tApFesAqFet
Da s einzige Transition im Nachbreich von p ist, folgt
pFes < qFet

und wegen Bu € Te: s < u <t Az € *l(u)® und I(q) = x folgt pFesFeqFet.
Also gilt g € s* und man erhilt = € I(s)°.

2. Fall: z €(s)®. In diesem Fall ist nichts weiter zu zeigen.

Der Beweis von ii. geht analog. O

Proposition 10. Sei ¥ ein Netz und C ein verteilter Ablauf mit C =) X. Seix € Ps,
und p € Pe mit l(p) = x. Sei ferner t € T¢.

(i) Wenn p <t und kein s € Te mit © € °l(s)® und p < s < t exitiert, dann ist
x € °l(t).

(i) Wenn t < p und kein s € Te mit © € *l(s)® und t < s < p exitiert, dann ist
x el(t)e.

Beweis von Proposition 10. Beweis von i: Wegen p < t gilt, dass eine Transition u
im Nachbreich von p existiert, die (nach Definition von verteiltem Ablauf) eindeutig
bestimmt ist. Es gilt also: pFeu < t. Wegen x € *l(u)® kann nach Voraussetzung
nicht gelten u < t, also folgt u = ¢. Somit ist x € *I(¢).

Beweis von ii: Analog zum Beweis von i erhélt man: ¢ < uFep und mit dem gleichen
Argument folgt: w = ¢ und = € I(¢)°. O

Erster Teil des Beweises von Satz 2

Sei R = (Hg,Tr) ein Run mit R | ®x. Zu zeigen ist:
IC:CEXAC=R

Schritte:

1. Konstruiere C, und
2. zeige: C ~ R.
3. Zeige: C E X.
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1. Schritt

Konstruktion von C, so dass C ~ R:
Sei C ein Petrinetz mit
Te =Tr
Pe ={(z,i) |z € Var N Hy(i),i € N}
Fo ={((x,i),t) | (z,i) € Pe Nt € Te Aw € Inv(t) At(z) =i} U
{(t,(x,9)) | (z,i) € Pe Nt € Te A € Inv(t) At(x)

+
—_
I
~

—

Aus der Definition eines Runs folgt unmittelbar, dass zu jedem (z,4) € Pe maximal
ein t € T¢ existiert mit (x,i)Fet und maximal ein ¢ € T existiert mit tFe(x,1).
Ebenso ist klar, dass zu jedem ¢t € Ty mindestens ein (z,7) € P existiert mit
(x,i)Fet und mindestens ein (z,4) € Pe existiert mit tFe(x,4). Offensichtlich ist
auch {a | a <¢ b} endlich fir alle a € P; UT¢. Da < irreflexiv ist, folgt zusammen
mit folgender Proposition, dass C ein verteilter Ablauf ist.

Proposition 11. Fir alle s,t € T gilt: s <¢ t < s <g t.

Beweis von Proposition 11. “=": Sei s <¢ t.

~ dneNJuy,...,u, €Te,p1y.sPn-1 € Pers=u1 AN t=u, (Def <¢)
AN (VI <i<n-—1:uFep; N piFeuiir)

~ IneNJuy,...,u, €Te,p1,. o ypn—1 € Peis=uy A t=u, (Def. F¢)
A (Vl <i<n—1l:up;) =p; =1 A uipa(p;) =p?),
mit wu; € T,
p; ist 1. Element des Tupels p;,
p? ist 2. Element des Tupels p;,
pr € Inv(u;), p; € Inv(uiv1), p7 €N

~ dneNIJuy,...,u, €Te,p1y.- oy, pn—1 € Pe:s=u1 A t=u, (Def. <g)
ANNVI<i<n—1:u <RUit+1),

~ dneNJuy,...,u, €Te,p1y-.sPn-1 € Pe:s=u1 AN t=u, (Def. <)
ANNVI<i<n-—1:u =g up),

N s=<t

“<" Die Riickrichtung ergibt sich, indem der vorstehende Beweis zeilenweise von
unten nach oben gelesen wird. O

Die folgenden Propositionen werden spéter noch verwendet. Sie folgen unmittelbar
aus der Definition von C.

Proposition 12.

(i) 3i € N: ((z,i),t) € Fo & ((x,t(z)),t) € Fe < x € Inv(t) A Hy(t(2)).

(ii) 3i € N: (t,(x,1)) € Fe & (L, (z,t(x) + 1)) € Fe & x € Inv(t)AHy(t(x)+1).
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Proposition 13. Es gilt:

°C={xeVar| H;(0)}

Das Labeling [ von C mit X ist wie folgt definiert:

[:C—%¥ mit
L((z,9) == fir (z,4) € Pe
Iry=t, mit effs(t) =effr(r) fir r € Te(=Tr)

Wegen Lemma 7 ist [ wohldefiniert. Man beachte aber, dass ¢ in der Definition von
I nur dann eindeutig bestimmt ist, wenn X einfach ist.

2. Schritt

Zu zeigen ist C ~ R.

Sei f:Tr — Te mit f = id.

1. Proposition 11 besagt, dass fiir alle s,t € Te gilt: s <¢ t < s <g t.
2. Zu zeigen ist: Vt € Tr: effg (t) = effL(f(t)).

Ich zeige zundchst komponentenweise Gleichheit:

Sei « € Inv(¢). Dann gilt

effh (f =(z € l(*f(t),z € I(f(1)*)) (Def. eff’))
=(3i € N: (x,i Fcf( ),3j € N: f(t)Fe(x,j)) (Def. I, Fe,®t,t*)
(Hz(t(x H,(t(z) + 1)) (Proposition 12)
=effr(t,2) (Def. effr)

Bleibt zu zeigen, dass die Definitionsbereiche der Effekte gleich sind, d.h.:

xelnv(t) & FeN: (x,4) e f(t)°

“=" Sel x € Inv(t). Sei S = (C,C",I¢) ein Schritt in R mit ¢t € Te. Somit gilt
S = ®x und es folgt:

SET (Def. I¢)
~ SE\ ¢ (Def. R, ®5)
seex®
N dse’z®: S s
A~ dsi(xes®Vae®s)ASE ¢ (Def. ®)
~ ds:SEaxva (Def. ¢s)
~ SEzvd
A Ho(t(x) V Ha(H(z) + 1) (da nach Vorausset-

zung x € Inv(t))

(Proposition 12 und
Voraussetzung)

2

Ji € N: ((z,4), f(t)) € Fe V3i € N: (f(t),(z,1)) € F
~  FieN: (x,i) e f(t)°
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“: Sel (x,0) € Cf(t)°.
~  f)Fe(z,9) V (x,i)Feo f(t) (Def. *)
~  x € Inv(t) (Def. F¢)

3. Proposition 13 besagt, dass °C = {z € Var | H,(0)}.

Somit ist f = id die gesuchte Bijektion von T’z auf T¢ und es gilt: C ~ R.

3. Schritt
Zu zeigen ist: C =1 X

1. Labeling [ erfiillt:

(a) Nebenldufige Elemente sind unterschiedlich gelabelt
(b) Fiir t € Te gilt: I(°t) = *I(t) und I(t*) = 1(¢)®

2. Iy =°C

3. C respektiert den Progress aller Transitionen.

zu la: Seien d,e € T nebenldufig in C. Es folgt unmittelbar d # e. Weiterhin sei
s =1(d) und t = I(e). Da C ~ R sind f~!(d) und f~!(e) dann auch nebenliufig
in R und somit gilt (nach einer Proposition aus [Ale02]) Inv(d) N Inv(e) = 0. Wir
haben also

s=1(d) A t=1I() A Inv(f~Hd) NInv(f~ (e)) =0

Mit der Definition von [ folgt:

effs(s) = effr (f 71 (d)) A effs(t) = effr(f ' (e)) A Inv(f ' (d))NInv(f ' (e)) = 0
und aufgrund der Definition des Effektes und von ¢, und ¢ gilt
V(gs) = Inv(f~H(d)) A V(¢e) = Inv(f'(e)) A Inv(fH(d))NInv(f~ (e)) =0

Daraus folgt unmittelbar
V(¢S) N V(¢t) =0

und man erhélt schlieflich s # ¢.

Seien nun (p,i), (¢,7) € Pe nebenldufig. Dann gilt, dass (p,¢)® und (g, j)® nebenlau-
fig oder gleich sind. Wegen C ~ R sind f~*((p,i)®) und f~'((q,5)®) in R ebenfalls
nebenliufig oder gleich. Im zweiten Falle miifte gelten: f~((p,7)®)(p) = i und
f~Y(p,i)*)(q) = j. Dies impliziert p # ¢ oder (p,i) = (q,7), wobei letztere Al-
ternative nach Voraussetzung falsch ist. Bleibt noch der Fall zu betrachten, dass
1 ((p,1)*) und f='((q,4)*) in R nebenliiufig sind. Dann gilt (nach einer Propo-
sition aus [Ale02]) f~1((p,i)®) N f~*((¢,7)®) = 0 und, da p € Inv(f~1((p,4)*))
und ¢ € Inv(f~((q,4)*)), folgt p # g. Nach Definition von [ gilt somit I((p,i)) #
1((q,7)). Damit ist la gezeigt.
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zu 1b: Zu zeigen ist: Fiir t € T¢ gilt: 1(*t) = *I(t) und I(¢*) = I(t)°.

1(*t) =l({(p, ) | (p,i)Fct})
={l((p, 7)) | (p, 1) Fct}
={p | 3i € N: (p,i)Fct}
={ppelnv(f~1®) A Hy(fH (1))}

={p|effr(f~1(t),p) = (true,*),* € {true, false}}
={p | effs(l(t),p) = (true,*), x € {true, false}}
={p|pe®lt)} ="t

1(t*) =l({(p,3) | tFc(p,i)})
={p| Ji: tFe(p,i)}
={p|penv(f 't

)) A Hy(fH(1)(p) + 1)}

(Det. 1)
(Prop. 12)
(Def. effr)

(Def. 1)
(Def. effy)

(siehe oben)

={p|effr(f71(t),p) = (*,true),* € {true, false}}

={p | effs(l(t),p) = (,true), x € {true, false}}

—{p|p 1)) = 1(t)

zu 2:
°C ={zx € Var | Ho(z)} (Prop. 13)

={z eVar| Py — x} (Sematik von TLDA)
={z e Var | ¢ina — z} (Konstruktion von ®y)
={zeVar|zecls} (Konstruktion von ¢j,t)
—Is

zu 3: Zu zeigen ist: Fiir alle t € Pry, gilt: 1(C°) aktiviert nicht ¢.

Sei t € Pry. Es gilt:

R = progressets (¢r)
Jp € Vi € NIr € Tr: Hp(i) —r(p) =i

dpetVvieNIs € Tr: (p,i) € Pe — s(p) =i
Jp € *tVa € 17 (p)3s € Te: akes
pectvaclt(p)3seTe: s€a’
Jpetvacli ™ (p):a® #£0

dp € *tVa: l(a)=p—a® #0

dp € *t—Ja: l(a) =pAa® #0
Ipect: pe{l(a)|ac PcNa® # 0}
dpect:pel{alac Pena®#0})
dpet:pegl(C°)

"t ZIUC)

1(C°) aktiviert nicht ¢

DA DD D D D D D D D )
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Zweiter Teil des Beweises von Satz 2

Sei C ein verteilter Ablauf mit C |=; ¥. Zu zeigen ist:

R REPsAR=Y
Schritte:

1. Konstruiere R, und
2. zeige: R ~ C.
3. Zeige: R |= ®y.

1. Schritt

Sei g: Te — Abb(D,N), D C Py eine Abbildung von T¢ in die Menge der Abbil-
dungen von Teilmengen von Py nach N mit:

g(t): *1(t)* = N
g(t)(xz) =min{i e N | Vs < t,x € *l(s)*: g(s)(z) < i}
Die folgenden Propositionen werden spéter verwendet.

Proposition 14. Fiir alle t € T¢ ist g(t) # 0.

Beweis von Propostion 14. Fiir alle t € T ist *t® # () [l

Proposition 15. Seien s,t € Ty und p € Ps. Es gilt

relnv(g(s)) Az e€nv(g(t)) = (s=t)V(s<t)V(t<s)
Beweis von Proposition 15. Die Aussage folgt als Korollar unmittelbar aus Propo-
sition 8. O

Proposition 16. Seien s,t € Ty und p € Ps. Es gilt

(i) g(s)(p) +1=g(t)p) ApEIt) = pel(s)*

(i) g(s)(p) + L=g(t)(p) Ap€l(s)® = pe*i(t)
Beweis von Proposition 16. Seien s,t € Te und p € Ps. Um i. zu zeigen, sei
g(s)(p) + 1 = g(t)(p) und p € °l(t). Nach Definition von ¢ folgt p € *I(s)®. Da

nach Voraussetzung p € °l(¢)® gilt nach Proposition 8 s < t Vit < sV s = .
Zusammen mit g(s)(p) < g(t)(p) folgt s < t.

Wegen ¢(s)(p) +1 = min{i € N | Vu < t,p € *l(u)®: g(u)(p) < i} erhdlt man
insgesamt:

peEClS)*Apelt)ANs<tAN(PueTe:s<u<tApe l(u)®)

Mit Proposition 9 folgt p € I(s)°.

Der Beweis von ii. geht analog. O
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Proposition 17. Seien s,t € T¢ und p € Ps,. Es gilt
9(8)p) =9®)p) = s=t

Beweis von Proposition 17. Seien s,t € Te und p € Ps; und g(s)(p) = g(t)(p). Nach
Defintion von g gilt:

pel(s)* Ape®l(t) Amin{i € N|Vu < s,p € *l(u)®: g(u)(p) < i}
=min{i € N |Vu <t,p € *l(u)®: g(u)(p) < i}

Hieraus folgt unmittelbar
peCl(s)*Apel(t) N(-t<sAns<t)
Wegen Propostion 8 folgt
(s<tVt<sVs=t)A(t<sA-s<t)
Somit gilt s = ¢. O
Proposition 18. g ist injektiv.

Beweis von Proposition 18. Sei s,t € T¢ und g(s) = g(t). Wegen Proposition 14
existiert ein p € Py mit g(s)(p) = g(¢)(p). Mit Proposition 17 folgt s = ¢. O

Im Folgenden definiere ich Histories zu den Plétzen von X.

Sei (Hy)zeps eine Ps-induzierte Familie von Folgen von Wahrheitswerten, d.h.
(H:)zep,, sind einstellige Pridikate iiber “Prifixen” von N. Die jeweilige Lénge
dieser (ggf. unendlichen) “Préfixe” wird mit [(H,) bezeichnet. Dabei sei

I(Hy) =max{i e N |t € T¢: g(t)(z) =i—2} U {1}

z € Is ,firi =0

Gt eTe: gt)(z) =iAx € l(t) . ,
EIteTg:z(t)(x)+1:i/\z€l(t)‘ Aiir 0 <i < I(Hy)

nicht definiert , sonst,

H,(i) gdw. ¢V

(Die zweite Alternative im Fall 0 < ¢ < [(H,) wird fiir Pldtze mit leerem Nachbreich
benotigt.)

Ich setze Var = Py, Tr = g(T¢) und R = (H,Tr) und werde zeigen:

Proposition 19. R ist ein Run iber der Variablenmenge Var.

Um Proposition 19 zu beweisen zeige ich zunéchst:

Proposition 20. Sei s,t € T¢. Es gilt

s <t gdw. g(s) < g(t)

Beweis von Propostione 20. Seien q,r € Tr. Aufgrund der Injektivitéit von g geniigt
zu zeigen, dass ¢ < r genau dann gilt, wenn g~1(q) < g~ '(r).

Sei nun g~!(q) < g~ !(r). Dann existieren Plétze po,...,p, € Pc und Transitionen
t1,...,ty € Te, so dass gilt

g Yq)FepoFeti Fepi FetoFe ... tyFepnFeg™ ' (r)
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daraus folgt

po €9 (@) Apo € °ta
A p1 Et;/\pl G.tg

Apn €t Ap, €9 (r)
und weiter nach Defintion von g

q(po) +1=g(t1)(po) A g(t1)(p1) +1=g(t2)(p1) A ... A g(tn)(pn) + 1 =r(pn)
nach Definition von < gilt

q=g(t1) =g(ta) < ... =g(tn) =r
und somit erhdlt man

q=r
Die Riickrichtung ergibt sich, indem man den Beweis zeilenweise von unten nach
oben liefst. O
Beweis von Proposition 19. Zu zeigen ist:
1. Fiir alle z € Var mit 0 < i < [(H,) — 1 existiert genau ein t € T, so dass
t(x) =1i.
2. Fir alle t € Var und « € Inv(t) ist 0 < ¢t(z) < I(H,) — 1.
3. < |rg xTy ist irreflexiv.
zul:Seiz € Var mit 0 <i < I(H,)—1.Esgilt alsoz € [(P¢) und I(H,) > i+2 > 2.
Nach Definition von [(H,) existiert also ein ¢ € T¢ mit g(¢)(x) > ¢ und nach
Defintion von g mufs dann auch ein ¢ € T¢ existieren mit g(¢)(xz) = ¢. Sei nun

r € Tr mit r = g(t), dann ist r(z) = i. Damit ist die Existenzaussage gezeigt. Die
Eindeutigkeit folgt nun unmittelbar aus Proposition 17.

zu 2: Nach Definition von [(H,) ist
I(Hy) =max{i e N |t € T¢: g(t)(z) =i—2} U {1}

Sei nun t € Te so gewdhlt, dass g(¢)(z) maximal. Dann maximiert ¢(¢) € Tr den
Wert von z fiir alle r € T'g und es gilt [(H,) > g(t)(z)+2 und somit ¢(x) < I(H,)—1.

zu 3: Da <¢ nach Definition azyklisch ist, ist nach Proposition 19 <% ebenfalls
azyklisch.

Somit ist gezeigt, dass R ein Run ist. O
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2. Schritt
Zu zeigen ist R ~ C, d.h., dass eine Bijektion f: Tr — T existiert, mit

1. effp(t) = effL(f(1)), fiir alle t € Tk und

2. s<rte f(s) <c f(t), fir alle s,t € Tg.

3. Co(R)={peVar| Hy(0)}
Im Folgenden sei f = (g|7.)~!. Aus der Injetivitit von g folgt unmittelbar die
Bijektivitat von f.

zu 1: Da ich das folgende Argument spéter noch einmal benétigen werde, formuliere
ich zunéchst folgende Proposition:

Proposition 21. Seir € Tr und x € Var. Es gilt

(i) He(r(z)) < xe*l(f(r)
(ii) Ho(r(z) +1) & xel(f(r)*

Beweis von Proposition 21. Sei r € Tr und z € Var. Im Falle r(z) = 0 gilt
H,(r(z)) & x € Ix. Nach Definition von Iy, gilt dies genau dann, wenn ein p € Fe
existiert mit

llp)=xzA°p=10 (%)

Weiterhin existiert wegen = € ®I(f(r))® (da r(z)) ein ¢ € Pe mit I(q) = x Aq €
*f(r)®. Aus I(p) = = = l(q) folgt (p < q) V (¢ < p) V (p = ¢) und wegen (x) folgt
p < q. Wenn p = q gilt wegen (x), dass p € *f(r) und somit x € *I(f(r)). Wenn
p < q folgt p < f(r), da im Vorbreich von ¢ genau eine Transition existiert. Da
r(z) = 0, existiert keine Transition s € Te mit z € *I(s)® und p < s < f(r). Nach
Proposition 10 folgt « € *I(f(r)). Umgekehrt gilt: Aus = € ®f(r) und r(x) = 0 folgt,
dass ein p € P mit leerem Vorbereich existiert, mit I(p) = =. Somit gilt H,(r(x)).
r(z) +1 =0 kann fiir den Fall 7(x) = 0 nicht eintreten.

Im Falle r(z) > 0 gilt:

- JteTe: g(t)(z) =r(x)Ax e l(t)
JdeTe:gt)(z)+1=r(x)Axellt)®
FGeTe:gt)=rAzxe®l(t)

Y S e T glt) (@) + 1= g(F@) @) A gy TOP 1T D0 )

~ ze®l(f(r) (Def. g, f, Prop. 16)
~ FteTe:gt)=rAzxe l(t)

~ FteTe: gt)(z) =r(x) ANz e ®l(t)

~ Hy(r(z))

Somit gilt:

Hy(r(z)) & werl(f(r)

34



Ebenso gilt:

Hy(r(2) +1)
Jtele: g

() (@) = () + LAz € *I(t)
HtGTclg(t
(
(

+l=r(@)+1Azel(t)
) = g(f(r)(z) + 1Az e®l(t)
rAzel(t)®

—~
8
~—

FteTe: g(t
Jtele: g
zel(f(r)*
JdteTe:gt)=rAxellt)®

(

)
8

JdeTe:gt)(z)+1=r(x)+1Azecl(t)®
Hy(r(2))

20 0 D

Somit gilt:

Hy(r(z)+1) < xzecl(f(r)*®

Mithilfe dieser Proposition ist die Behauptung nun leicht zu zeigen:

(Hy(r(z)), Hy(r(z) + 1)) , falls € Inv(r)
nicht definiert , sonst

effr(r,z) = {
Da z € Inv(r) < x € * f(r)®, gilt nach Proposition 21:

offg (r,z) = (z € *Uf(r),z € 1(f(r)*)) , falls z € *£(r)*
T nicht definiert , sonst

=effe(f(r), z)

Es folgt: effz (r) = effL (f(r)).
zu 2: Wurde bereits mit Proposition 20 gezeigt.

zu 3: Folgt unmittelbar aus der Definition von R.

3. Schritt

Sei f wie im 2. Schritt definiert.

Zu zeigen ist R |= ®y. Nach Definition von ®y; ist zu zeigen:

1. R E Ginit
2 RN, O6,
3. RE Pprog

zu 1: Zu zeigen ist

(CO(R)aC(I)(R)’ICo(R)) ): /\ P A /\ -p

pEls péls
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Der Wert einer ungestrichenen Variable p wird in (Co(R), Cy(R), Ic,(r)) 7u wahr
evaluiert genau dann, wenn H,,(Cy(R)) gilt. Nach Definition von Cy ist wertc, (z)(p) =
wahr < Hp(0). Nach Definition von H gilt:

wertc,(ry(p) = wahr & pé€ls
Somit gilt (x).
zu 2: Sei p € Ps. Zu zeigen ist fiir jedes Suffix R’ von R:

SkEOp— \/ ¢t), wobei S = (C,C’, Ic) Anfangsschritt von R’ ist.

te®p®

Sei werts(p) = wahr. Dann ist {p} € I. Also existiert ein r € T¢ mit p € Inv(r).
Nach Definition von R und f folgt p € ®I(f(r))®. Es geniigt also zu zeigen, dass
werts(dyfery)) = wahr, d.h.

S E /\ plA
pe*i(f(r))
A A —p' | A A 7 /\closed<‘l(f(r))‘,Pg)
PESUF IS () pel(f(r)*

Dies kann leicht fiir die einzelnen Elemente der Konjuktion gezeigt werden:

Fiir p € Var gilt:

werts(p) = wahr

& Hp(C(p))
< Hyp(r(p)) (da r nach [Ale02] eindeutig bestimmt ist)
< pecl(f(r) (Prop. 21)

Fiir p’ € Var' gilt:

werts(p') = wahr
& Hp(C'(p))
< Hp(r(p)+1) (da r nach [Ale02] eindeutig bestimmt ist)
< pel(f(r)® (Prop. 21)

und es gilt weiterhin

werts(p') = false
& nicht werts(p') = wahr
& pgl(f(r)°
& pel(f(r)\Uf(r)* (dape®i(f(r)*)

Wegen Inv(r) = *I(f(r))® exitiert keine echte Ubermenge von *I(f(r))*® in Ic. Somit
gilt schlieRlich auch closed <'lm)', PE).
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zu 3: Sei t € Pry. Es folgt:

1(C°) aktiviert nicht ¢

tZiC)

dpect:pgl(C?)
dpe®t-da€ Pe:lla)=pAhacC®
Ipetvacl ™ (p):agC®

22 2 2D

petvacl(p)IceTe:ac e
Sei nun p € °t mit
Yael Y p)IceTe:ac®e (%)

Sei i € N, so dass H (7). Dann gilt nach Definition von H einer der drei folgenden
Falle:

() i=0Apels
(i) 0<i<I(H,)A3deTe: gld)(p)=iApe *l(d)
(iii) 0 <i<I(H,)A3deTe: g(d)(p)=i+1Apeli(d)*

zu i:
1=0Apely
~ Ja€Pe:lla)=pAac’C
~ Jael 'p)3ce€Tc:ac°Chac e (wegen (x))
~ JaclYp)FeceTe:*a=0Apec°lc)®
N JeeTe—-JecTe:e<cApe®l)®
~ JeeTe:gle)(p)=0 (Def. von g)
~ dreTr:r(p) =i
zu ii:
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zu iii:

deTe: gd)(p) =i+ 1Apel(d)®
A ddeTe:g(d)(p)=i+1AEBa€ Pe:l(a)=pAacd®)
)

~ Jacl Y p)AdeTedceTe: g(d)(p) =i+1Na€d® Na € ®c (wegen (x))

~ Ja el N (p)Ie,deTe: g(d)(p) =i+ 1Ape () (da Vor- und Nachbe-
AN(—Te€Te:d<e<cAhac®e®) reich von a eindeutig)

3 ~1()3 T —it1 °7(.\® (da nebenldufige Ele-

~ acl(p)Ped e Te: gld)p) =i+ 1Aperi(c) e, .. ~mente unterschiedlich
AN(—JeeTe:d<e<cApe®l(e)®) gelabelt)

~ de,deTe: g(d)(p) =i+ 1Ag(e)(p) =i (Def. von g)

~ FeeTe: gle)(p) =i

~ dreTr:r(p) =i

Zusammenfassend gilt also
pe’tVieNIreTr: Hy(i) = r(p) =1

Nach Lemma 6 folgt R |= progresse;s (¢¢).

Damit ist Satz 2 bewiesen.
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