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1 EinleitungPetrinetze sind ein verbreiteter graphbasierter Formalismus zur Bes
hreibung ver-teilter Systeme. Im Zusammenhang hiermit hat si
h besonders die Semantik derverteilten Abläufe als nützli
h erwiesen. Die no
h im entstehen begri�ene TemporalLogi
 of Distributed A
tions (TLDA) stellt einen Formalismus dar, mit logis
henMitteln über verteilte Abläufe zu reden. Die jeweiligen Modellmengen ähneln si
hdabei in der zugrundeliegenden Ans
hauung, wennglei
h die mathematis
he Be-s
hreibung deutli
h vers
hieden ist. Diese Arbeit formuliert eine semantis
he Äqui-valenz zwis
hen beiden Formalismen, und gibt eine Bildungsvors
hrift an, mittelsder zu einem Petrinetz eine semantis
h äquivalente TLDA-Formel konstruiert wer-den kann. Der Äquivalenzbegri� ist dabei so stark wie mögli
h formuliert, so dassman sagen kann, dass die konstruierte Formel �exakt� die glei
hen Abläufe wie daszugrundeliegende Petrinetz bes
hreibt.Die Frage na
h dem Sinn dieser Arbeit stellte si
h mir zunä
hst ni
ht. Die Moti-vation zur Bes
häftigung mit der Materie bestand darin, die Ausdru
kmittel vonTLDA im Umgang mit dem Formalismus und in Gegenüberstellung zu Petrinet-zen besser kennenzulernen. Insbesondere der umfangrei
he Beweis der Korrektheitder Bildungsvors
hrift für die TLDA-Formel zu einem Petrinetz ist sehr te
hnis
h,bietet keinerlei Überras
hungen und ist si
herli
h in erster Linie eine Übung im Auf-s
hreiben von Beweisen. Der Leser möge dies bedenken, bevor er si
h ents
hlieÿt,diesen Teil der Arbeit zu lesen.Ein paar interessante Aspekte von TLDA und dem Verhältnis von TLDA zu Petri-netzen �nden si
h dann do
h in dieser Arbeit.Da ist zunä
hst das Prädikat closed und seine Problematik. Hierbei geht es imwesentli
hen darum, inwieweit mittels TLDA ausgedrü
kt werden kann, dass eineTransition in einem verteilten Ablauf �isoliert� vorkommt.Ein weiterer Aspekt ist die Problematik der Unters
heidung ni
ht einfa
her (s. De-�nition 23) Petrinetze mittels TLDA. Hierbei ist wesentli
h, dass in TLDA eineTransition nur mittels ihres E�ektes auf Variablen identi�ziert werden kann, wäh-rend Petrinetze Transitionen über ihren E�ekt auf die Menge der Plätze hinausunters
heiden.S
hlieÿli
h bes
häftigt si
h au
h das Kapitel über Invarianten in TLDA mit einemwi
htigen bisher no
h ni
ht ausgearbeiteten Aspekt dieser no
h im Entstehen be-gri�enen Logik.Im Ans
hluÿ an diese Arbeit stellen si
h einige Fragen, die hier ni
ht behandeltwerden: Diese Arbeit betra
htet nur 1-si
here Low-Level-Netze. Kann der Ansatzdieser Arbeit au
h auf High-Level-Netze erweitert werden? Hier wäre zunä
hst dieKlasse der algebrais
hen Netze aus [WWV+97℄ interessant. Dabei wäre ents
hei-dend, ni
ht 1-si
here Netze handhaben zu können. Grundsätzli
h s
heint mir dieskein Problem zu sein. Weiterhin wäre es ggf. interessant zu untersu
hen, wie si
h be-stimmte aus der Welt der Petrinetze bekannte Eigens
haften und Argumente (Platz-Invarianten, Leads-to-Eigens
haften, Causes-Eigens
haften, et
.) auf der Ebene derTLDA-Formeln darstellen. Ob dies tatsä
hli
h zu neuen Einsi
hten führte, sei da-hingestellt.Mein herzli
her Dank gilt Adrianna Alexander für die Betreuung dieser Arbeit.
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2 S
hreibweisenIn dieser Arbeit werden folgende Konventionen verwendet:
• Sei R Relation. Für (a, b) ∈ R s
hreibe i
h au
h aRb.
• Sei R ⊆ M ×N eine Relation, a ∈ M und A ⊆ M . R(a) = {b ∈ N | aRb} und

R(A) =
⋃

a∈A{b ∈ N | aRb}.
• Sei R Relation. aR−1b ⇔ bRa.
• In der Arbeit werden an Stelle der Terme true und false oft sematis
h äqui-valente Terme (Aussagen) ges
hrieben.
• Die Menge der natürli
hen Zahlen (N) s
hlieÿt die Null mit ein.
• Sei S eine Menge, dann bezei
hnet S+ die Menge aller ni
ht-leeren endli
henSequenzen und Sω die Menge aller ni
ht-leeren unendli
hen Sequenzen. Wei-terhin sei S∞ , Sω ∪ S+.
• Die Funktion l : S+ → N weist einer endli
hen Sequenz von Elementen aus Sdie Länge der Sequenz zu.
• Für eine Sequenz σ : N → S, N ⊆ N über Symbolen aus S und x ∈ N be-zei
hnet σ/x→ die Sequenz mit σ/x→(i) = σ(i + x).
• Beweisregeln werden wie folgt dargestellt:PrämisseKonklusionund sind wie folgt zu lesen: Wenn die Prämisse eine gültige (im Sinne vonAllgemeingültigkeit) Formel ist, so ist die Konklusion eine gültige Formel.
• ℘(M) bezei
hnet die Potenzmenge von M .
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3 Die Logik TLDAIn diesem Kapitel werde i
h eine kurze formale Bes
hreibung der Logik TLDA na
h[Ale02℄ geben. Eine ausführli
he Darstellung der Logik kann ebendort gefundenwerden.In dieser Arbeit werden TLDA-Formeln über dem Aussagenkalkül gebildet, d.h.Variablen werden als Aussagen verstanden und Ausdrü
ke werden somit über derDomain {true, false} interpretiert. Aus diesem Grund werde i
h eine auf diesenSpezialfall einges
hränkte Syntax und Sematik für TLDA angeben.3.1 ModellmengeSei V al = {true, false} und V ar eine endli
he oder unendli
he Variablenmenge.De�nition 1 (History). Eine Abbildung H : V ar → V al∞ heiÿt History.Für x ∈ V ar wird H(x) als History von x bezei
hnet. Für H(x) wird au
h Hxges
hrieben. Hx(i) bezei
hnet dann das i-te Element in der History von x.Oft wird nur ein kleiner Teil der (mögli
herweise unendli
h groÿen) Menge V arbetra
htet. Implizit wird somit die Klasse aller Histories bezei
hnet, die auf derTeilmenge der betra
hteten Variablen glei
h sind.De�nition 2 (Transition). Eine Transition ist eine Abbildung t : V → N, wobei
∅ 6= V ⊆ V ar.
T bezei
hnet die Menge aller Transitionen.De�nition 3 (Involvierte Variablen). Zu einer Transition t : V → N ist
Inv(t) , V die Menge der in t involvierten Variablen.De�nition 4 (Vorgänger Relation). Die direkter Vorgänger Relation ≺· ⊆ T ×Tis de�niert dur
h

t ≺·u gdw . ∃x ∈ Inv(t) ∩ Inv(u) : t(x) = u(x) − 1.

≺ bezei
hnet die transitive Hülle, und 4 die re�exive transitive Hülle von ≺·.De�nition 5 (Run). Sei H eine History und T ⊆ T eine Menge von Transitionen.
R = (H, T ) ist einen Run genau dann, wenn1. für jede Variable x ∈ V ar und für alle i, 0 ≤ i < l(Hx) − 1 genau eineTransition t ∈ T existiert mit t(x) = i;2. für alle t ∈ T und für alle x ∈ Inv(t) gilt: 0 ≤ t(x) < l(Hx) − 1;3. ≺|T×T irre�exive ist.De�nition 6 (Nebenläu�ge Transitionen). Sei R = (H, T ) ein Run. ZweiTransitionen t, u ∈ T, t 6= u heiÿen nebenläu�g in R genau dann, wenn ¬(t ≺
u) ∧ ¬(u ≺ t).De�nition 7 (Cut). Sei R = (H, T ) ein Run. C : V ar → N ist ein Cut in R genaudann , wenn

∀t ∈ T, ∀x, y ∈ Inv(t) : t(x) < C(x) ⇒ t(y) < C(y).

C0 : V ar → {0} ist na
h De�nition ein Cut in R und wird Anfangs
ut genannt.4



De�nition 8 (Statt�nden einer Transition). Sei R = (H, T ) ein Run und Cein Cut in R. Eine Transition t ∈ T �ndet in C statt (oder ist aktiviert in C) genaudann wenn, für alle x ∈ Inv(t) gilt t(x) = C(x)

TC ist die Menge aller Transitionen, die in C statt�nden können.De�nition 9 (Folge
ut). Sei R = (H, T ) ein Run, C ein Cut in R und U ⊆ TC .
C′

U : V ar → N ist de�niert als:
∀x ∈ V ar:

CU (x) ,

{
C(x) + 1, wenn ∃ t ∈ U : x ∈ Inv(t)

C(x), sonstMan kann zeigen, dass C′
U ebenfalls ein Cut ist. Der Cut C′

U wird U -Na
hfolger von
C genannt.Mit C′ wird der TC-Na
hfolger von C bezei
hnet.De�nition 10 (S
hritt). Sei R = (H, T ) ein Run und C ein Cut in R. IC istde�niert als die Menge {Inv(t) | t ∈ TC}. S = (C, C′, IC) ist ein S
hritt in R.
S0 = (C0, C

′
0, IC0

) heiÿt der Anfangss
hritt von R.De�nition 11 (Su�x eines Runs). Sei R = (H, T ) ein Run und C ein Cut in
R. Ein C-Su�x R̂ = (Ĥ, T̂ ) von R ist de�niert als1. Ĥ ist eine History und ∀x ∈ V ar : Ĥx , Hx/C(x)→2. T̂ ist eine Menge von Transitionen mit T̂ , {t̂ | ∅t̂(v) = t(v) − C(x), t ∈

T, ∀x ∈ Inv(t) : t(x) ≥ C(x)}.Man sieht lei
ht, dass R̂ ein Run ist.Für zwei TLDA Runs R und S bezei
hnet R suff S, dass R ein Su�x von S ist.De�nition 12 (t-Su�x eines Runs). Sei R ein Run und t ∈ TR eine Transition.Ein Run Rt ist ein t-Su�x von R, wenn ein Cut C existiert, so dass Rt ein C-Su�xvon R ist und t in C statt�nden kann.3.2 SyntaxSei wiederum V ar die Menge der Variablen. Seien ferner V ar′ = {x′ | x ∈ V ar}und Ṽ ar = {ã | a ⊆ V ar} zwei weitere Variablenmengen. Die Logik hat also dreiSorten von Variablen, ist also getypt.Ein Zustandprädikat ist eine Formel des Kalküls der Aussagenlogik, die nur Varia-blen aus V ar enthält. Eine Aktion ist eine Formel des aussagenlogis
hen Kalküls,die sowohl Variablen aus V ar, wie au
h aus V ar′ und Ṽ ar enthalten kann.Eine TLDA-Formel ist
• enweder ein Zustandsprädikat
• oder eine Aktion.Seien F und G TLDA-Formeln. Dann sind5



• F ∧ G,
• ¬F

• 2F

• und sonst ni
htsTLDA-Formeln.Weiterhin ist die Formel 3F eine Kurzs
hreibweise für ¬2¬F .3.3 SemantikEine Interpretation über V al = {true, false} weist jedem Symbol aus V ar, V ar′und Ṽ ar ein Element aus V al zu. D.h. im vorliegenden Spezialfall der Bes
hrän-kung der TLDA zugrunde liegenden Logik auf das Aussagenkalkül, haben alle dreiVariablensorten den glei
hen Typ.De�nition 13 (Gültigkeit einer Aktion in einem S
hritt). Zu einem S
hritt
S = (C, C′, IC), ist die Belegung βS der Variablen wie folgt de�niert.

βS : V ar ∪ V ar′ ∪ Ṽ ar → V al

βS(x) =





Hx(C(x)) , falls x ∈ V ar

Hx(C(x) + 1) , falls x ∈ V ar′

true , falls x ∈ Ṽ ar und ein y ∈ IC existiert, so dass x ⊆ y

false , sonstEine Aktion A gilt in einem S
hritt S (S |= A) genau dann, wenn der aussagenlo-gis
he Ausdru
k A unter der Belegung βS erfüllt ist.Da i
h es später benötige de�niere i
h no
h zu einem Cut C eine Belegung βC : V ar →
V al mit βC(v) = Hv(C(v))De�nition 14 (Gültigkeit einer Formel in einem Run). Sei R = (H, T ) einRun. Für eine Aktion A gilt:

R |= A genau dann, wenn (C0, C
′
0, IC0

) |= A.Seien F und G TLDA-Formeln. Dann gilt:
• R |= F ∧ G genau dann, wenn R |= F und R |= G

• R |= ¬F genau dann, wenn ni
ht R |= F

• R |= 2F genau dann, wenn R̂ |= F für jedes Su�x R̂ von R.Damit ist die Semantik vollständig bes
hrieben. Es ist bisweilen hilfrei
h, die Gül-tigkeit eines Zustandsprädikates in einem Cut zu betra
hten. Daher gebe i
h no
hdie folgende De�nition an, die, wie man lei
ht sieht, mit den vorhergehenden De�-nitionen konsistent ist.De�nition 15 (Gültigkeit eines Zustandsprädikates in einem Cut). Sei Fein Zustandsprädikat und C ein Cut. C |= F genau dann, wenn der aussagenlogis
heAusdru
k F unter der Belegung βC erfüllt ist.6



3.4 Spezielle Prädikate: Enabled und progressDe�nition 16 (Variablen einer TLDA-Formel). Sei φ eine TLDA-Formel.
V (φ) ⊆ V ar ist de�niert als die Menge aller Variablen, die in φ (einfa
h, gestri
henoder ges
hlängelt) vorkommen.Es wäre mögli
h, das Prädikat Enabled mit den Mitteln von TLDA rein syntak-tis
h zu de�nieren. Der Einfa
hheit halber verzi
hte i
h aber darauf und gebe einesematis
he De�nition dieses Prädikats an.De�nition 17 (Enabled-Prädikat). Sei A eine Aktion und R ein Run. R |=
Enabled(A) genau dann, wenn ein Cut C (unabhängig von R) existiert, so dass
(C0, C, IC0

) |= A.De�nition 18 (progress-Prädikat). Sei A eine Aktion und M ⊆ V (A). DieFormel negPM (A) ist wie folgt de�niert:
negPM (A) , 32(

∧

x∈M

¬x̃ ∧ Enabled(A ∧
∧

x∈V (A)\M

¬x̃))Das Prädikat progressM (A) ist nun wie folgt de�niert:
progressM (A) , ¬negPM (A)Ein Run R respektiert den Progress einer Aktion A genau dann, wenn R |=

progressV (A)(A).3.5 Induktive Invarianten in TLDAEin Cut repräsentiert einen lokalen Zustand eines Systems. Insofern ist es im Allge-imeinen wüns
henswert, Aussagen über alle Cuts aller Runs einer Formel ma
henzu können. Eine sol
he Aussage ist eine Invariante bzgl. des 2-Operators. Es wärealso eine entspre
hende Beweisregel wüns
henswert, um Invarianten bzgl. des 2-Operators zeigen zu können. Für die mit TLDA verwandte Logik TLA gilt eineentspre
hende Beweisregel (siehe [ALM96℄), der in der Veri�kation von Systemenmittels TLA eine ents
heidende Bedeutung zukommt:
P ∧ [N ]v → P ′

P ∧ 2[N ]v → 2P
, wobei P Zustandsprädikat und N Aktion ist.Eine entspre
hende Beweisregel für TLDA sollte folgende Form haben:

P ∧ A → P ′

P ∧ 2A → 2P
, wobei P Zustandsprädikat und A Aktion ist.Da die Menge aller Cuts eines Runs abzählbar und halbgeordnet ist, liegt es nahe,eine Induktion über alle Cuts aller gültigen Runs zu führen, um die Gültigkeit einerInvariante zu zeigen. Um eine Induktion über alle Cuts zu führen, muÿ man diebetre�ende Eigens
haft tatsä
hli
h für alle Y -Na
hfolger für Y ⊆ TC eines Cuts Czeigen. TLDA kann aber nur über S
hritte, d.h. über TC-Na
hfolger reden. Zeigt7



man die Eigens
haft für den Anfags
ut und für jeden von Anfangs
ut aus dur
hS
hritte errei
hbaren Cut, so hat man die Eigens
haft also ni
ht unbedingt für alleCuts gezeigt. Wie kann nun ein Induktionsprinzip aussehen, mit dem man Aussagenüber alle Cuts zeigen kann?Zunä
hst könnte man fragen, ob der Ansatz, die Eigens
haft für den Anfangs
utund alle S
hritte zu zeigen, viellei
ht aufgrund der Struktur von TLDA ausrei
hendist. Dem ist ni
ht so, wie ein einfa
hes Beispiel zeigt:Beispiel. Sei A , 2((a′ ↔ ¬a) ∧ (b′ ↔ ¬b)) und P , a ↔ b. Dann gilt:
(P ∧ A) → (a′ ↔ b′)Aber es gilt ni
ht:
(P ∧ 2A) → 2PObige Invariantenregel für TLDA ist im Allgeimeinen also fals
h.Weiterhin könnte man fragen, ob es mögli
h ist, den Induktionsanfang so zu modi�-zieren, dass ein Induktionss
hritt über alle S
hritte die Vollständigkeit der Induktiongewährleistet. Die Menge der Cuts, für die die Eigens
haft im Induktionsanfang ge-zeigt werden müÿte, wäre dann allerdings ggf. ni
ht endli
h. Somit ist dieser Ansatzni
ht praktikabel.S
hlieÿli
h könnte man fragen, ob man für Formeln und/ oder Eigens
haften einerbestimmten syntaktis
hen Struktur ein entspre
hendes einfa
hes Induktionsprinzipangegeben kann.Dieser Ansatz s
heint vielverspre
hend und führt mi
h zu folgender Vermutung:Vermutung 1 (Invariantenregel für TLDA). Sei P ein Zustandsprädikat und

A eine umgebungsinvariante TLDA-Formel. Dann gilt:
P ∧ A → P ′

P ∧ 2A → 2PNun ist no
h zu de�nieren, wann eine TLDA-Formel Umgebungsinvariant ist. Wei-terhin ist ein syntaktis
hes Kriterium für Umgebungsinvarianz anzugeben:Bei der De�nition der umgebungsvarianz verwende i
h den Vors
hlag von AdriannaAlexander:De�nition 19 (Restriktion eines Runs). Sei R = (HR, TR) ein Run und V ⊆
V ar. Die Restriktion von R auf V (kurz: R|V ) ist de�niert als der Run (H, T ) mit
H = HR|V und T = TR|V .De�nition 20 (Umgebungsinvarianz). Eine TLDA-Formel φ heiÿt umgebungs-invariant genau dann, wenn für jeden Run R mit R |= φ gilt: Für alle Runs S gilt:wenn R|V (φ) = S|V (φ), dann gilt S |= φ.Vermutung 2 (Syntaktis
hes Kriterium für Umgebungsinvarianz). Sei φeine TLDA-Formel die na
h folgendem S
hema gebildet ist, oder die sematis
h äqui-valent ist zu einer Formel, die folgendes S
hema erfüllt:

φinit ∧
∧

A∈V

2(Ã → φA) ∧ φprog,wobei 8



• φinit ein Zustandsprädikat ist,
• V ⊆ ℘(V ar),
• für alle in φA vorkommenden gestri
henen Variablen v′ gilt: v ∈ A,
• für alle in φA enthaltenen ges
hlängelten Variablen B̃ ⊆ Ṽ ar gilt: A∩B 6= ∅.Aus Vermutung 1 kann i
h nun folgende Proposition ableiten, die i
h später ver-wenden werde:Proposition 1 (Induktionsprinzip in TLDA für Zustandsprädikate). Sei

φ , φinit ∧ 2(φschritt) eine umgebungsinvariante TLDA-Formel, wobei φinitein Zustandsprädikat und φschritt eine Aktion ist. Sei αx1,...,xm
ein Prädikat über

{x1, . . . , xm} ⊆ V ar.Wenn(i) für alle Cuts C mit C |= φinit gilt: βC |= αx1,...,xm
,(ii) für alle S
hritte S = (C, C′, IC) gilt: βC |= αx1,...,xm

und S |= φschritt impli-ziert βC′ |= αx1,...,xm
,dann gilt αx1,...,xm

in jedem Cut eines Runs von φ.
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4 Netze und verteilte AbläufeIn diesem Abs
hnitt werde i
h die Klasse von Petrinetzen formalisieren, die i
h imFolgenden zugrunde lege. Wenn i
h von Netzen spre
he, beziehe i
h mi
h auf dieseKlasse. Dabei handelt es si
h im wesentli
hen um die Klasse der es-Netze aus [Rei98℄.Allerdings betra
hte i
h in dieser Arbeit keine Fairness. Wie in [Rei98℄ betra
hte i
hnur 1-si
here Netze. Während in [Rei98℄ diese Eigens
haft dur
h eine entspre
hen-de S
haltbedingung für Transitionen garantiert wird, fordere i
h sie als Invariante,da Kausalitätsbeziehungen zwis
hen Transitionen aufgrund von Kontakt und Kon-�ikten im Na
hberei
h ni
ht mittels des hier verwendeten Begri�s von verteiltenAbläufen darstellbar sind. Das Beispiel eines ni
ht 1-si
heren Netzes in Abbildung1 verdeutli
ht dies: Angenommen, die 1-Si
herheit würde dur
h eine entspre
hendeS
haltbedingung gewährleistet. Dann ist die Transition a im Anfangszustand ni
htaktiviert, da die Marke auf Platz B ein S
halten der Transition a verhindert. DasS
halten von Transition b ist also eine Voraussetzung für die Aktivierung von a.Diese kausale Abhängigkeit zwis
hen a und b kann jedo
h ni
ht mittels verteilterAbläufe gemäÿ De�nition 30 und 31 bes
hrieben werden. Der Grund dafür bestehtdarin, dass in verteilten Abläufen die Voraussetzungen für die Aktivierung einerTransition nur in Form von Marken im Vorberei
h der Transition dargestellt wer-den. Eine Enabeling-Bedingung, die über Marken (bzw. ni
ht vorhandene Marken)im Na
hberei
h redet, kann also ni
ht modelliert werden.
A Ca B b

PSfrag repla
ementstruefalse. . . Abbildung 1: Ein ni
ht 1-si
heres Netz.De�nition 21 ((Anfangsmarkiertes) Petrinetz). Ein Petrinetz ist ein 3-Tupel
N = (P, T, F ), wobei

• P mit P ∩ T = ∅

• F ⊆ (P × T ) ∪ (T × P )Die Elemente von P werden Plätze, die Elemnte von T Transitionen und die Ele-mente von F werden Bögen genannt.Die transitive Hülle von F wird mit <N bezei
hnet. (Soweit N dur
h den Kontexteindeutig bestimmt ist, s
hreibe i
h au
h < anstatt <N .)Eine Menge M ⊆ P heiÿt Markierung oder Zustand von N .Ein anfangsmarkiertes Petrinetz ist ein 4-Tupel N = (P, T, F, I), wobei (P, T, F )ein Petrinetz ist und I ⊆ P . I heiÿt Anfangsmarkierung von N .Sei N ein (anfangsmarkiertes) Petrinetz. Soweit ni
ht anderes angegeben, gilt N =
(PN , TN , FN ) (N = (PN , TN , FN , IN )).De�nition 22 (Vor- / Na
hberei
h einer Tranisition). Sei N ein Petrinetzund a ∈ PN ∪TN . Der Vorberei
h von a (•a) ist de�niert dur
h •a = {b ∈ PN ∪TN |
bFNa}. Der Na
hberei
h von a (a•) ist de�niert dur
h a• = {b ∈ PN ∪ TN | aFNb}.Weiterhin sei •a• = •a ∪ a•.De�nition 23 (Einfa
hes Petrinetz). Ein Petrinetz N heiÿt einfa
h genau dann,wenn für alle Transitionen s, t ∈ TN gilt: •s = •t ∧ s• = t• ⇒ s = t.10



De�nition 24 (Platzberandetes Petrinetz). Ein Petrinetz N heiÿt platzberan-det genau dann, wenn für alle Transitionen t ∈ TN gilt: •t 6= ∅ ∧ t• 6= ∅.Die folgende De�nition des E�ektes einer Transition eines Petrinetzes unters
heidetsi
h von den sonst übli
hen De�nitionen des E�ektes einer Transition. Dies hatte
hnis
he Gründe.De�nition 25 (E�ekt einer Transition eines Petrinetzes). Sei N ein Pe-trinetz. Der E�ekt einer Transition t ∈ TN auf einen Platz p ∈ •t• ist de�niertals
effN : TN × PN → {true, false} × {true, false}

effN (t, p) =

{
(p ∈ •t, p ∈ t•), für p ∈ •t•ni
ht de�niert, sonstDer E�ekt einer Transition t ∈ TN ist ein •t• indizierter Vektor, der jedem Platz

p ∈ •t• den E�ekt von t auf p zuordnet:
effN (t) = (eff(t, p))p∈•t•De�nition 26 (S
hritt). Sei N ein Petrinetz, und seien M, M ′ Markierungen von

N . Eine Transition t ∈ TN ist aktiviert in M , wenn •t ⊆ M .Das Tripel S = (M, M ′, t) ist ein S
hritt, wenn t in M aktiviert ist, und M ′ =
(M \ •t) ∪ t•.De�nition 27 (Errei
hbarkeit). Sei N ein anfangsmarkiertes Petrinetz. EineMarkierung M von N heiÿt errei
hbar in N genau dann, wenn Folgen t1, . . . , tnund M0, . . .Mn mit ti ∈ TN und M0, Mi ⊆ PN für 1 ≤ i ≤ n exitieren, so dass
(Mi−1, Mi, ti) für 1 ≤ i ≤ n ein S
hritt ist und M0 = IN und Mn = M .De�nition 28 (1-Si
herheit). Eine anfangsmarkiertes Petrinetz N ist 1-si
hergenau dann, wenn für jede erei
hbare Markierung M und jede Transition t ∈ NTgilt:

•t ⊆ M ⇒ (t• \ •t) ∩ M = ∅Mit Hilfe dieser De�nitionen kann i
h nun die Klasse von Netzen de�nieren, auf diei
h mi
h fortan beziehen werde:De�nition 29 (Netz). Ein Netz ist ein 5-Tupel Σ = (P, T, F, I, Pr), wobei (P, T, F, I)ein platzberandetes, 1-si
heres, anfangsmarkiertes Petrinetz ist und Pr ⊆ T . Prheiÿt Progressprädikat.Sei Σ ein (anfangsmarkiertes) Petrinetz. Soweit ni
ht anders angegeben, gilt Σ =
(PΣ, TΣ, FΣ, IΣ, P rΣ). Soweit im jeweiligen Kontext Σ eindeutig bestimmt ist, gilt:
Σ = (P, T, F, I, Pr).De�nition 30 (Verteilter Ablauf). Ein verteilter Ablauf C = (PC , TC , FC) istein Petrinetz mit:(i) Für alle p ∈ PC gilt |•p| ≤ 1 und |p•| ≤ 1.(ii) Für alle t ∈ TC gilt |•t| ≥ 1 und |t•| ≥ 1.(iii) <C ist irre�exiv. 11



(iv) Für alle a ∈ PC ∪ TC ist {b | b <C a} endli
h.Zwei Elemente a, b ∈ PC ∪ TC, a 6= b heiÿen nebenläu�g (a co b) genau dann, wennweder a < b no
h b < a.Es gilt ◦C = {a ∈ PC | •a = ∅} und C◦ = {a ∈ PC | a• = ∅}.Sei C ein verteilter Ablauf. Soweit ni
ht anderes angegeben, gilt C = (PC , TC , FC).De�nition 31 (Verteilter Ablauf eines Netzes). Sei Σ ein Netz. Ein verteilterAblauf C zusammen mit einem Labeling l : PC ∪ TC → PΣ ∪TΣ ist ein Modell von Σ(oder au
h einfa
h: verteilter Ablauf von Σ) genau dann, wenn(i) für alle a, b ∈ PC ∪ TC gilt: a co b ⇒ l(a) 6= l(b),(ii) für alle t ∈ TC gilt: l(t) ∈ TΣ und l(•t) = •l(t) und l(t•) = l(t)•,(iii) l(◦C) = IΣ und(iv) für alle t ∈ PrΣ gilt: l(C◦) aktiviert ni
ht t (Man sagt: C respektiert Progressvon t.)Man s
hreibt: C |=l Σ, oder, wenn über l ni
hts weiter ausgesagt wird, einfa
h
C |= Σ.De�nition 32 (E�ektes einer Transition bzgl. eines Labelings). Sei S eineSymbolmenge. Sei C ein verteilter Ablauf mit Labeling l : C → Σ und t ∈ TC eineTransition. Sei s ∈ S. Der E�ekt von t auf das Label s ist de�niert als

effl
C(t, s) =

{
(s ∈ l(•t), s ∈ l(t•)) für s ∈ l(•t•)ni
ht de�niert, sonstE�ekt von t bzgl. des Labels l ist de�niert dur
h

effl
C(t) = (eff l

C(t, σ))σ∈l(•t•),

12



5 Äquivalenz von Verteilten Abläufen von Netzenund TLDA-RunsIm Folgenden rede i
h von Run, wenn i
h mi
h auf einen TLDA-Run beziehe undvon verteiltem Ablauf, wenn ein verteilter Ablauf eines Netzes gemeint ist.In diesem Kapitel de�niere i
h den für diese Arbeit zentralen Begri� der Äquivalenzzwis
hen einer TLDA-Formel und einem Netz. I
h de�niere die Äquivalenz feinstmögli
h auf der Grundlage von Runs und verteilten Abläufen. Es handelt si
h alsoum eine semantis
he Äquivalenz. Dabei sind eine Formel und ein Netz genau dannäquivalent, wenn sie �exakt� die glei
hen Modelle haben. Zu klären ist, wie derAusdru
k �exakt� zu verstehen ist.Im allgemeinen sind zwei Mengen glei
h, wenn sie die glei
hen Elemente enthal-ten. Da Runs und verteilte Abläufe von Netzen mittels vers
hiedener Formalismenbes
hrieben werden, wäre die Forderung einer (syntaktis
hen) Glei
hheit der Ele-mente hier sinnlos. Vielmehr muÿ die Glei
hheit hier dur
h eine mögli
hst feineÄquivalenz bes
hrieben werden. I
h de�niere also zunä
hst, wann ein Run und einverteilter Ablauf äquivalent sind.Angelpunkt der Äquivalenz von Runs und verteilten Abläufen sind die Transitionenin beiden Modellen. I
h nenne einen Run und einen verteilten Ablauf äquivalent,wenn man einen Bijektion zwis
hen ihren Transitionen �nden kann, so dass zumeinen jeweils bzgl. ihres E�ektes glei
he Transitionen aufeinander abgebildet werden(die Abbildung ist lokal konsistent) und zum anderen die Transtitionen in demRun und dem verteilten Ablauf glei
h angeordnet sind (die Abbildung ist globalkonsistent). Voraussetzung für die Betra
htung von Transitionen als elementareEinheiten des Verglei
hs ist deren unmittelbare (syntaktis
he) Verglei
hbarkeit. Diesges
hieht mittels der E�ekte der Transitionen. Voraussetzung hierfür ist wiederumdie (ebenfalls syntaktis
he) Identi�zierung von Variablen und Plätzen. UnmittelbareFolge des Verglei
hs von Transitionen mittels ihrer E�ekte ist, dass Transitionen (auflokaler Ebene) ansonsten ni
ht weiter unters
heidbar sind, dass also insbesonderejegli
he Labels von Transitionen keine Berü
ksi
htigung �nden. Die Konsequenzenhiervon im Bezug auf ni
ht einfa
he Netze werden weiter unten bespro
hen (sieheKapitel 5.1).Den E�ekt einer Transition eines verteilten Ablaufs hatte i
h bereits de�niert. Imfolgenden werde i
h den E�ekt einer Transition eines Runs so de�nieren, dass beideunmittelbar syntaktis
h verglei
hbar sind.De�nition 33 (E�ekt einer Transition eines Runs). Sei R = (HR, TR) einRun. Der E�ekt einer Transition t ∈ TR auf eine Variable x ∈ Inv(t) ist de�niertals
effR : TR × V ar → V al × V al

effR(t, x) =

{
(Hx(t(x)), Hx(t(x) + 1)) , für x ∈ Inv(t)ni
ht de�niert , sonstAls Verallgemeinerung hiervon ist der E�ekt einer Transition t ∈ TR ein Inv(t)-indizierter Vektor, der für jedes x ∈ Inv(t) den E�ekt von t auf x bes
hreibt:

effR(t) = (effR(t, x))x∈Inv(t)Abbildung 2 zeigt einen Run und die E�ekte der Transitionen dieses Runs.13
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Abbildung 2: Ein Run und die E�ekte der Transitionen.Mittels des Begri�s des E�ektes einer Transition formalisiere i
h nun den Begri�der Äquivalenz von verteilten Abläufen und Runs wie oben bes
hrieben und leitedaraus die Äquivalenz von TLDA-Formeln und Netzen ab. Dabei ist natürli
h zuberü
ksi
htigen, dass die Zuordnung von verteilten Abläufen zu Netzen mittels deszugehörigen Labels der Elemente des verteilten Ablaufs dur
h die Elemente desNetzes ges
hieht.De�nition 34 (Äquivalenz von verteilten Abläufen und Runs). Sei C einverteilter Ablauf mit Labeling l. SeiR = (HR, TR) ein Run. C undR sind äquivalentbzgl. l (C ≃l R) genau dann, wenn eine bijektive Abbildung f : TR → TC existiertmit:(i) effR(t) = eff l
C(f(t)), für alle t ∈ TR (f ist lokal konsistent)(ii) s ≺ t ⇔ f(s) <C f(t), für alle s, t ∈ TR (f ist global konsistent)(iii) ◦C = {x ∈ V ar | Hx(0)}Als Beispiel zeigt Abbildung 3 einen äquivalenten verteilten Ablauf zu dem Run ausAbbildung 2.
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Abbildung 3: Ein gelabelter verteilter Ablauf und ein äquivalenter Run.S
hlieÿli
h kann i
h nun de�nieren, wann i
h ein Petrinetz und eine TLDA-Formeläquivalent nenne.De�nition 35 (Äquivalenz von Petrinetzen und TLDA-Formeln). Sei Σ einNetz und Φ eine TLDA Formel über der Menge der bools
hen Variablen P . Σ und
Φ heiÿen äquivalent (Σ ≃ Φ) genau dann, wenn zu jedem verteilten Ablauf C mit
C |=l Σ ein Run R mit R |= Φ existiert, so dass C ≃l R, und zu jedem Run R mit
R |= Φ ein verteilter Ablauf C mit C |=l Σ existiert, so dass C ≃l R.Bei der vorstehenden De�nition ist zu bea
hten, dass die Labels von C mit denVariablennamen aus R syntaktis
h identis
h sein müssen! Das heiÿt, dass au
h die14



Symbole von Σ und Φ identis
h sind in dem Sinne, dass Variablen aus Φ mit Plätzenaus Σ identi�ziert werden. Ggf. könnte eine s
hwä
herere Äquivalenz formuliertwerden, die Umbenennung erlaubt � dies ist aber von zweifelhaften Wert, da mangenausogut Φ und Σ als kanonis
he Repräsentanten ihrer jeweiligen Klasse bzgl.Variabeln- bzw. Platzumbenennung betra
hten könnte.5.1 Exkurs: Äquivalenz von TLDA Formeln und einfa
henNetzenDie Menge der verteilten Abläufe eines Netzes bleibt beim Hinzufügen ni
ht einfa-
her Transitionen (bis auf Graphisomorphie) glei
h. Jedo
h betra
hte i
h als Model-le ausdrü
kli
h gelabelte verteilte Abläufe. Da in Petrinetzen Transitionen benanntsind, ändert si
h also beim Hinzufügen die Menge der gelabelten verteilten Abläu-fe. TLDA benennt Transitionen ni
ht. Daher wird für die Äquivalenz von TLDA-Formeln und Netzen eine direkte bijektive Entspre
hnung nur zwis
hen Variablenund Platzlabels gefordert, während die Transitionsnamen keine Rolle spielen. Soformuliert ist die Äquivalenz au
h unter der Klasse ni
ht einfa
her Netze stabil. Al-lerdings impliziert die Äquivalenz keine Bijektion zwis
hen den Runs der Formel undden verteilten Abläufen des Netzes, da die Injektivität von (unter Graphisomorphieglei
hen) gelabelten Abläufen auf (unter Restriktion auf die relevanten Variablenglei
hen) Runs ni
ht mehr gegeben ist.
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Abbildung 4: Ein ni
ht einfa
hes Netz mit zwei gelabelten verteilten Abläufen undeinem äquivalenten TLDA RunZu jedem Run wird ein verteilter Ablauf (mit vers
hiedenen mögli
hen Labelings)konstruiert, und zu jedem gelabelten verteilten Ablauf kann genau ein Run gefundenwerden. Die Abbildung von der Klasse der unter Graphisomorphie glei
hen gelabel-ten verteilten Abläufe auf die Klasse der bis auf unrelevante Variablen glei
hen Runsist surrjektiv aber ni
ht injektiv. Es liegt nahe zu vermuten, dass, wenn man nur ein-fa
he Netze betra
htet, die Äquivalenz eine Bijektion zwis
hen den Modellmengenimpliziert:Vermutung 3. Sei Σ ein einfa
hes Netz und Φ eine TLDA-Formel über der Mengeder bools
hen Variablen PΣ. Wenn Σ ≃ Φ, dann ist die Relation ≃⊆ [{C | C |=l

Σ}]Graphisomorphie × {R | R |= Φ} eine Bijektion.Beweisfragment zur Vermutung 3. Zeige, dass gilt: C ≃l Q ∧ C ≃l R ⇒ Q = R.Bea
hte, dass der einzige mögli
he Unters
hied, die Variablenmengen von R und Qsein können, das Labeling der Transitionen aber eindeutig ist. Diese ist aber glei
h,da Q |= Φ und R |= Φ und V ar in diesem Fall fest vorgegeben ist.15



Viellei
ht wäre es jedo
h wüns
henwert, in der Frage der Φ zugrunde liegendenVariablenmenge etwas �exibler zu werden. Dazu könnten (wie oben bereits ange-deutet) auf der Seite von R Klassen bzgl. Glei
hheit auf Restriktion bzgl. relevanterVariablen betra
htet werden.
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6 Die Formel ΦΣ6.1 Das Prädikat closed
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B:

PSfrag repla
ements
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. . .
t

t1

t2Abbildung 5: Zwei Runs, die si
h dur
h die Isoliertheit der Transition voneinanderUnters
heidenGegeben seien die Runs aus Abbildung 5. Es ist lei
ht zwei Netze zu konstruieren,die (bis auf Graphisomorphie) jeweils genau einen gelabelten verteilten Ablauf ha-ben, der jeweils zu einem dieser Runs äquivalent ist. Eine äquivalente TLDA-Formelmuÿ also jeweils genau diesen einen Run als Modell haben. Will man also zu demjeweiligen Netz äquivalente Formelen angeben, so müssen diese Formeln zwis
henden beiden Abläufen aus Abbildung 5 unters
heiden können. Insbesondere muÿ manalso ausdrü
ken, dass eine Transitionen isoliert ist. Dazu bietet si
h das Spra
hmit-tel der Varialbenmenge Ṽ ar an. So verlangt die Formel 2((Ã ∨ B̃) → ÃB), dass Aund B unter allen Umständen gemeinsam von einer Transition aktualisiert werden.Ebenso verlangt die die Formel 2((Ã∨B̃) → ¬ÃB), dass A und B unter keinen Um-ständen dur
h die selbe Transition aktualisiert werden. Ganz allgemein steht manalso vor dem Probelm auszudrü
ken, dass eine Transition isoliert ist, das heiÿt, nurbestimmte Variablen aktualisiert. Das läÿt si
h wie folgt formalisieren: Sei M dieMenge der Varialben, die aktualisiert werden, so wird Folgendes gefordert:
M̃ ∧

∧

v∈V ar\M

¬M̃ ∪ {v}Für unendli
hes V ar ist dies keine TLDA Formel. Tatsä
hli
h läÿt si
h diese Eigen-s
haft ni
ht mittels TLDA ausdrü
ken, da anderenfalls über die Varialbenmenge,also über ein Element der Signatur der Spra
he, quanti�ziert werden müÿte.Um dieses Problem zu umgehen, de�niere i
h ein zweistelligen Prädikat closed. Daserste Argument ist eine Variable aus Ṽ ar, das zweite Argument ist eine endli
heTeilmenge von V ar und bes
hränkt die Menge der Variablen, über die etwas aus-gesagt wird.De�nition 36 (Prädikat closed). Sei x̃ ∈ Ṽ ar und A ⊆ V ar endli
h. Das Prädikat
closed ⊆ Ṽ ar × V ar ist de�niert dur
h:

closed(x̃, A) ≡ x̃ ∧
∧

v∈A
v/∈x

¬x̃ ∪ {v}Es fragt si
h ganz allgemein, wie bei der Konstruktion einer Formel zu einer gege-benen Menge von Runs mit dem Umstand umzugehen ist, dass nur über einen end-li
hen Variablenraum geredet werden kann, während es Runs gibt, die ni
ht endli
hdarstellbar sind. Eine Mögli
hkeit wäre, diesem Umstand bereits in der Formulie-rung der Äquivalenz zwis
hen Runs und verteilten Abläufen Re
hnung zu tragen,indem man die Äquivalenz bezügli
h der Restriktion des Runs auf die relevanten,d.h. im Werteberei
h des Labelings des verteilten Ablaufs vorkommenden Variablen17



de�niert. I
h habe es mir hier etwas einfa
her gema
ht, indem i
h das Problem beider De�nition des Äquivalenzbegri�s ganz auÿer A
ht gelassen habe und stattdes-sen im Folgenden die Varialbenmenge V ar immer auf die (endli
he) Platzmenge deszugrundeliegenden Netzes bes
hränke.6.2 De�nition von ΦΣDe�nition 37. Sei Σ ein Netz. Dann ist die TLDA-Formel ΦΣ wie folgt über derVariablenmenge V ar = PΣ de�niert:
φinit ,


 ∧

p∈IΣ

p


 ∧


 ∧

p/∈IΣ

¬p




φt ,


 ∧

p∈•t

p


 ∧


 ∧

p∈•t\t•

¬p′


 ∧


 ∧

p∈t•

p′


 ∧ closed(•̃t•, PΣ) , für alle t ∈ TΣ

φp ,


p̃ →

∨

t∈(•p•)

φt


 , für alle p ∈ PΣ

φprog ,
∧

t∈PrΣ

progress•t•(φt)

ΦΣ , φinit ∧
∧

p∈PΣ

2φp ∧ φprog

A

B

ab

PSfrag repla
ementstruefalse. . .
Abbildung 6: Ein BeispielnetzAls Beispiel diene das Netz aus Abbildung 6. Die Formel ΦAbb6 stellt si
h dann wiefolgt dar:
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ΦAbb6 , (A ∧ ¬B)︸ ︷︷ ︸
φinit

∧ 2




Ã → ∨

A ∧ ¬A′ ∧ B′ ∧ closed(ÃB, AB)︸ ︷︷ ︸
φa

B ∧ ¬B′ ∧ A′ ∧ closed(ÃB, AB)︸ ︷︷ ︸
φb




︸ ︷︷ ︸
φA

∧ 2




B̃ → ∨

A ∧ ¬A′ ∧ B′ ∧ closed(ÃB, AB)︸ ︷︷ ︸
φa

B ∧ ¬B′ ∧ A′ ∧ closed(ÃB, AB)︸ ︷︷ ︸
φb




︸ ︷︷ ︸
φB

∧



∧

progress{A,B}(A ∧ ¬A′ ∧ B′ ∧ closed(ÃB, AB)︸ ︷︷ ︸
φa

)

progress{A,B}(B ∧ ¬B′ ∧ A′ ∧ closed(ÃB, AB)︸ ︷︷ ︸
φb

)




︸ ︷︷ ︸
φprog6.3 Satz über die Korrektheit von ΦΣDie zentrale Aussage dieser Arbeit ist nun der folgende Satz:Satz 2. Sei Σ ein Netz. Wenn Vermutung 1 stimmt,so gilt: Σ ≃ ΦΣ.Der Rest dieser Arbeit widment si
h dem Beweis des vorstehenden Satzes.
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7 Beweis des Satzes über die Korrektheit von ΦΣIn diesem Kapitel wird der Satz 2 bewiesen.Sei Σ ein Netz und ΦΣ wie in De�nition 37. Zu zeigen ist:1. Teil: Für alle Runs R mit R |= ΦΣ existiert ein verteilter Ablauf C mit C |= Σund C ≃ R.2. Teil: Für alle verteilten Abläufe C mit C |= Σ existiert ein Run R mit R |= ΦΣund R ≃ Σ.Te
hnis
he Lemmata für den Beweis von Satz 2Das folgende Lemma stellt einen unmittelbaren Zusammenhang zwis
hen den er-ei
hbaren Markierungen eines Netzes Σ und den Cuts eines Runs von ΦΣ her. Esermögli
ht damit, Aussagen über Invarianten von Σ auf ΦΣ zu übertragen.Lemma 3. Sei Σ ein Netz. Jede gültige Belegung der Variablen in einem Cut Ceines Runs von ΦΣ entspri
ht einer errei
hbaren Markierung M von Σ, in demSinne, dass gilt:
{p ∈ V ar | Hp(C(p))} = MBeweis von Lemma 3. Zu zeigen ist eine Invariante bzgl. des 2-Opertors. Die Be-hauptung folgt unmittelbar aus Proposition 1. Um Proposition 1 anwenden zu kön-nen, muÿ ΦΣ umgebungsinvariant sein. Da V ar = V (ΦΣ), ist ΦΣ trivialerweiseumgebungsinvariant. Es genügt also die Voraussetzungen von Proposition 1 zu zei-gen.Sei C ein Cut mit C |= φinit. Daraus folgt umittelbar
{p ∈ V ar | Hp(C0(p))} = {p ∈ PΣ | p ∈ IΣ} = IΣDamit ist Voraussetzung (i) von Proposition 1 gezeigt.Sei φschritt ,

∧
p∈PΣ

φp. Sei S = (C, C′, IC) ein S
hritt mit S |= φschritt und
M = {p ∈ V ar | Hp(C(p))} ist eine errei
hbare Markierung von Σ.I
h zeige: M ′ = {p ∈ V ar | Hp(C

′(p))} ist eine errei
hbare Markierung von Σ.Wegen V ar = PΣ gilt natürli
h M ′ = {p ∈ PΣ | Hp(C
′(p))}.Sei TS = {t ∈ TΣ | S |= φt}.Wegen φt → •̃t• für alle t ∈ TΣ gilt (na
h [Ale02℄), dass für t ∈ TS die Mengen •t•paarweise disjunkt sind.Nun gilt:

C |=
∧

p∈•t

p

y ∀t ∈ TS∀p ∈ •t : Hp(C(p))

y
⋃

t∈TS

•t ⊆ {p ∈ V ar | Hp(C(p))} = M

y ∀t ∈ TS : t ist aktiviert in M20



Da die Mengen •t• für t ∈ TS paarweise disjunkt sind, gilt für einen S
hritt
(M, M (t), t) in Σ, dass alle t′ ∈ TS \{t} in der Markierung M (t) = (M \ •t)∪ t• akti-viert sind. Dur
h Induktion über TS folgt, dass M (TS) = (M \

⋃
t∈TS

•t) ∪
⋃

t∈TS
t•eine erei
hbare Markierung in Σ ist.I
h zeige nun, dass M (TS) = M ′.Aus S |= ΦΣ folgt S |= p̃ →

∨
t∈(•p•) φt, für alle p ∈ PΣ. Daraus folgt unmittelbar

IC =
⋃

t∈TS

•t•. Für alle p ∈ (PΣ \
⋃

t∈TS

•t•) gilt folgli
h C(p) = C′(p) und somit
Hp(C(p)) ⇔ Hp(C

′(p)). Das heiÿt:
{p ∈ (PΣ \

⋃

t∈TS

•t•) | Hp(C
′(p))} = {p ∈ (PΣ \

⋃

t∈TS

•t•) | Hp(C(p))}und
M ′ ∩ (PΣ \

⋃

t∈TS

•t•) = M ∩ (PΣ \
⋃

t∈TS

•t•)Wegen S |=
∧

t∈TS
φt gilt weiterhin

C′ |=
∧

t∈TS

∧

p∈•t\t•

¬p ∧
∧

t∈TS

∧

p∈t•

p

y ∀t ∈ TS∀p ∈ •t• :
(
¬Hp(C

′(p)) ⇔ p ∈ •t ∧ Hp(C
′(p)) ⇔ p ∈ t•

)

y {p ∈
⋃

t∈TS

•t• | Hp(C
′(p))} =

⋃

t∈TS

t•

y M ′ ∩
⋃

t∈TS

•t• =
⋃

t∈TS

t•Einfa
he Umformungen im Mengenverband ergeben s
hlieÿli
h:
M ′ = M ′ ∩ PΣ = M ′ ∩ ((PΣ \

⋃

t∈TS

•t•) ∪
⋃

t∈TS

•t•)

= (M ′ ∩ (PΣ \
⋃

t∈TS

•t•)) ∪ (M ′ ∩
⋃

t∈TS

•t•)

= (M ∩ (PΣ \
⋃

t∈TS

•t•)) ∪
⋃

t∈TS

t•

= (M \
⋃

t∈TS

•t•) ∪
⋃

t∈TS

t•

= (M \
⋃

t∈TS

•t) ∪
⋃

t∈TS

t•

= M (TS)

M ′ ist also eine erei
hbare Markierung in Σ. Damit ist au
h Voraussetzung (ii) vonProposition 1 gezeigt.Das folgende Lemma stellt die Anwendung der Eigens
haft der 1-Si
herheit einesNetzes Σ auf die Formel ΦΣ dar und liefert die Begründung dafür, dass weiter untenim Lemma 7 zu einer Transition t ∈ TΣ der E�ekt einer entspre
henden Transitionin TR unmittelbar aus der Formel φt abgelesen werden kann. Im Folgenden setzei
h dieses Lemma oft stills
hweigend voraus, wenn i
h mit ΦΣ argumentiere.21



Lemma 4 (Äquivalente Formulierung für φt). Sei Σ ein Netz. Es gilt:
ΦΣ → 2


 ∧

p∈•t

p →
∧

p∈t•\•t

¬p


Beweis von Lemma 4. Dies folgt unmittelbar aus Lemma 3 und der 1-Si
herheitvon Σ: Sei R ein Run mit R |= ΦΣ und R′ ein Su�x von R. Na
h Lemma 3 giltfür R′, dass M = {p ∈ V ar | Hp(0)} eine erei
hbare Markierung von Σ ist. Seinun t ∈ TΣ. Wenn R′ |=

∧
p∈•t p gilt, dann ist für alle p ∈ •t Hp(0) erfüllt. Alsogilt •t ⊆ M . Folgli
h ist t in M aktiviert und aufgrund der 1-Si
herheit von Σ gilt

(t• \ •t)∩M = ∅. Das heiÿt, dass für alle p ∈ t• \ •t Hp(0) ni
ht erfüllt ist. Folgli
hgilt R′ |=
∧

p∈t•\•t ¬p für alle Su�xe R′ von allen Runs R von ΦΣ.Lemma 5. Sei Σ ein Netz. Es gilt:
ΦΣ → 2


Enabled•t•(φt) ⇔

∧

p∈•t

p


Beweis von Lemma 5.

Enabled•t•(φt)

≡ ∃cp, p ∈ •t•∃b∃bp, p ∈ PΣ \ •t• :

φ[cp/p′, p ∈ •t•, b/•̃t•, bp/•̃t• ∪ p, p ∈ PΣ \ •t•]

≡ ∃cp, p ∈ •t \ t•∃cq, q ∈ t•∃b∃bp, p ∈ PΣ \ •t• :
∧

p∈•t

p ∧
∧

p∈•t\t•

¬cp ∧
∧

q∈t•

cq ∧ b ∧
∧

p∈PΣ\•t•

¬bp

≡
∧

p∈•t

p ∧ ∃cp, p ∈ •t \ t•∃cq, q ∈ t•∃b∃bp, p ∈ PΣ \ •t• :

∧

p∈•t\t•

¬cp ∧
∧

q∈t•

cq ∧ b ∧
∧

p∈PΣ\•t•

¬bp

≡
∧

p∈•t

pLemma 6. Sei Σ ein Netz und t ∈ PrΣ. Für eine Run R gilt:
R |= progress•t•(φt) gdw. ∃p ∈ •t ∀i ∈ N ∃r ∈ TR : Hp(i) → r(p) = i
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Beweis von Lemma 6.
R |= progress•t•(φt)

y R |= ¬negP•t•(φt)

y R |= ¬32(
∧

p∈•t•

¬p̃ ∧ Enabled(φt))

y R |= 23(
∨

p∈•t•

p̃ ∨ ¬
∧

p•t

p) (Lemma 3)
y ∀S, S suff R∃T, T suff S :

(∃p ∈ •t• : T |= p̃) ∨ (∃p ∈ •t : T |= ¬p))

y ∀S, S suff R∃T, T suff S :

(∃p ∈ •t : T |= p̃ ∨ ¬p) ∨ (∃p ∈ t• \ •t : T |= p̃))

y ∀S, S suff R∃T, T suff S :

(∃p ∈ •t∃s ∈ TT : s(p) = 0 ∨ ¬H(T )
p (0))

∨ (∃p ∈ t• \ •t : T |=
∨

s∈•p•

φs)

y ∀S, S suff R∃T, T suff S :

(∃p ∈ •t∃s ∈ TT : H(T )
p (0) → s(p) = 0)

∨ (∃p ∈ t• \ •t : (∃s ∈ p• : T |= φs) ∨ (∃s ∈ •p \ p• : T |= φs))

y ∀S, S suff R∃T, T suff S :

(∃p ∈ •t∃s ∈ TT : H(T )
p (0) → s(p) = 0)

∨ (∃p ∈ t• \ •t : (∃s ∈ p• : T |= p) ∨ (∃s ∈ •p \ p• : T |= p′)

y ∀S, S suff R∃T, T suff S :

(∃p ∈ •t∃s ∈ TT : H(T )
p (0) → s(p) = 0)

∨ (∃p ∈ t• \ •t : (T |= p) ∨ (T ′ (Na
hfolger von T) |= p)

y ∀S, S suff R :

(∃T, T suff S∃p ∈ •t∃s ∈ TT : H(T )
p (0) → s(p) = 0)

∨ (∃T, T suff S∃p ∈ t• \ •t : T |= p) ∨ (∃T, T suff S∃p ∈ t• \ •t : T |= p)

y ∀S, S suff R :

(∃p ∈ •t∃i ∈ N∃s ∈ TS : H(S)
p (i) → s(p) = i)

∨ (∃T, T suff S∃p ∈ •t : T |= ¬p)

(Korollar 4)
y ∀S, S suff R :

(∃p ∈ •t∃i ∈ N∃s ∈ TS : H(S)
p (i) → s(p) = i)

∨ (∃p ∈ •t∃i ∈ Ns ∈ TS : ¬H(S)
p (i))

y ∀S, S suff R :

(∃p ∈ •t∃i ∈ N∃s ∈ TS : H(S)
p (i) → s(p) = i)Induktiv folgt, dass es unendli
h viele Su�xe von R gibt. Nun kann ein S
hub-fa
hargument angwandt werden: Unendli
h viele S
hritte involvieren endli
h viele23



Variablen. Also existiert eine Variable die unendli
h oft involviert ist:
∃p ∈ •t ∀i ∈ N ∃s ∈ TR : H(R)

p (i) → s(p) = iDie Rü
kri
htung kann ähnli
h gezeigt werden:
∃p ∈ •t ∀i ∈ N ∃s ∈ TR : H(R)

p (i) → s(p) = i

y ∀S, S suff R∃p ∈ •t∃i ∈ N∃s ∈ TS : H(S)
p (i) → s(p) = i

y ∀S, S suff R∃T, T suff S∃p ∈ •t∃s ∈ TT : H(T )
p (0) → s(p) = 0)

y ∀S, S suff R∃T, T suff S∃p ∈ •t∃s ∈ TT : ¬H(T )
p (0) ∨ s(p) = 0)

y ∀S, S suff R∃T, T suff S∃p ∈ •t : p̃ ∨ ¬p)

y ∀S, S suff R∃T, T suff S : (∃p ∈ •t• : T |= p̃) ∨ (∃p ∈ •t : T |= ¬p))

y R |= 23(
∨

p∈•t•

p̃ ∨ ¬
∧

p•t

p) (Lemma 3)
y R |= ¬32(

∧

p∈•t•

¬p̃ ∧ Enabled(φt))

y R |= ¬negP•t•(φt)

y R |= progress•t•(φt)Lemma 7. Sei Σ ein Netz und R ein Run mit R |= ΦΣ. Sei ferner r ∈ TR,dann exitiert ein t ∈ TΣ, so dass effΣ(t) = effR(r). Wenn Σ einfa
h ist, dann ist teindeutig bestimmt.Beweis von Lemma 7. Sei Rr ein r-Su�x von R.
y Rr |= Ĩnv(r) (Def. r-Su�x)Wegen R |= ΦΣ folgt Rr |=

∧
p∈PΣ

(p̃ →
∨

t∈•p• φt). Somit ergibt si
h:
∀x ∈ Inv(r) : Rr |=

∨

t∈•x•

φt

y ∀x ∈ Inv(r) ∃t ∈ •x• : Rr |= φt (∗)

y ∀x ∈ Inv(r) ∃t ∈ •x• : Rr |= closed(Ṽ (φt), PΣ) (Def. φt)

y ∀x ∈ Inv(r) ∃t ∈ •x• ∃s ∈ TR :

Rr ist s-Su�x von R ∧ Inv(s) = V (φt)

(Def. von closed)

y ∀x ∈ Inv(r) ∃t ∈ •x• ∃s ∈ TR :

Rr ist s-Su�x von R ∧ Inv(s) = V (φt)

∧ Inv(s) ∩ Inv(r) 6= ∅

(da x ∈ V (φt))
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Aus Inv(r)∩ Inv(s) 6= ∅ und Rr ist s-Su�x und r-Su�x von R folgt r = s und manerhält:
∀x ∈ Inv(r) ∃t ∈ •x• ∃s ∈ TR :

Rr ist s-Su�x von R ∧ Inv(s) = V (φt) = Inv(r)

y ∀x ∈ Inv(r) ∃t ∈ •x• : V (φt) = Inv(r) ∧ Rr |= φt (wegen (∗))

y ∃t ∈ TΣ : V (φt) = Inv(r) ∧ Rr |= φtWenn nur einfa
he Netze betra
htet werden, gilt na
h Konstruktion von ΦΣ V (φt) =
V (φu) ⇒ (u = t ∨ φu → ¬φt). Somit ist t eindeutig bestimmt:

∃!t ∈ TΣ : V (φt) = Inv(r) ∧ Rr |= φtDa es na
h Korollar 4 genau eine Belegung der Variablen in Inv(r) gibt, die φt erfüllt,somit der Wert aller Variablen eindeutig bestimmt ist, folgt s
hlieÿli
h (na
h Def.
eff und Def. ΦΣ)

∃t ∈ TΣ effR(r) = effΣ(t)bzw.
∃!t ∈ TΣ effR(r) = effΣ(t) , falls Σ einfa
h ist.Proposition 8. Sei Σ ein Netz und C ein verteilter Ablauf mit C |=l Σ. Sei s, t ∈ TCund x ∈ PΣ. Es gilt:

x ∈ •l(t)• ∧ x ∈ •l(s)• ⇒ s < t ∨ t < s ∨ t = sBeweis von Proposition 8. Sei x ∈ •l(t)• ∧ x ∈ •l(s)•. Es existieren also p ∈ •t•und q ∈ •s• mit l(p) = x = l(q). Da (na
h Def. verteilter Ablauf) glei
h gelabelteElement ni
ht nebenläu�g sind, folgt
p < q ∨ q < p ∨ p = qIm folgenden nehme i
h an, dass p < q ∨ p = q. Na
h der De�nition von verteiltemAblauf exitierten nun genau ein u mit p ∈ •u und genau ein v mit q ∈ v•. Wenn

p = q, dann gilt v < p = q < u und s = u ∨ s = v und t = u ∨ t = v, woraus dieBehauptung unmittelbar folgt. Bleibt also p < q. Hieraus folgt u ≤ v.1. Fall: p ∈ t• y t < p < u ≤ v.2. Fall: p ∈ •t y p < t = u ≤ v.Es gilt somit t ≤ v.1. Fall: q ∈ s• y t ≤ v = s.2. Fall: q ∈ •s y t ≤ v < s.Für q < p ∨ p = q erhält man ganz analog s < t ∨ s = t, so dass insgesamt gilt
s < t ∨ t < s ∨ t = s. 25



Proposition 9. Sei Σ ein Netz und C ein verteilter Ablauf mit C |=l Σ. Sei s, t ∈ TCund x ∈ PΣ. Es gilt:(i) x ∈ •l(s)•∧x ∈ •l(t)∧s < t∧(∄u ∈ TC : s < u < t∧x ∈ •l(u)•) ⇒ x ∈ l(s)•(ii) x ∈ l(s)•∧x ∈ •l(t)•∧s < t∧(∄u ∈ TC : s < u < t∧x ∈ •l(u)•) ⇒ x ∈ •l(t)Beweis von Proposition 9. Um i. zu zeigen, sei x ∈ •l(s)• und x ∈ •l(t) und s < tund ∄u ∈ TC : s < u < t ∧ x ∈ •l(u)•.1. Fall: x ∈ •l(s). Dann existieren p, q ∈ PC mit
l(p) = x = l(q) ∧ p ∈ •s ∧ q ∈ •tDa glei
h gelabelte Elemente ni
ht nebenläu�g sind, gilt (p < q∨q < p∨p = q)und insgesamt gilt:
(p < q ∨ q < p ∨ p = q) ∧ s < t ∧ pFCs ∧ qFCtDa s einzige Transition im Na
hbrei
h von p ist, folgt
pFCs < qFCtund wegen ∄u ∈ TC : s < u < t ∧ x ∈ •l(u)• und l(q) = x folgt pFCsFCqFCt.Also gilt q ∈ s• und man erhält x ∈ l(s)•.2. Fall: x ∈ l(s)•. In diesem Fall ist ni
hts weiter zu zeigen.Der Beweis von ii. geht analog.Proposition 10. Sei Σ ein Netz und C ein verteilter Ablauf mit C |=l Σ. Sei x ∈ PΣund p ∈ PC mit l(p) = x. Sei ferner t ∈ TC.(i) Wenn p < t und kein s ∈ TC mit x ∈ •l(s)• und p < s < t exitiert, dann ist

x ∈ •l(t).(ii) Wenn t < p und kein s ∈ TC mit x ∈ •l(s)• und t < s < p exitiert, dann ist
x ∈ l(t)•.Beweis von Proposition 10. Beweis von i: Wegen p < t gilt, dass eine Transition uim Na
hbrei
h von p existiert, die (na
h De�nition von verteiltem Ablauf) eindeutigbestimmt ist. Es gilt also: pFCu ≤ t. Wegen x ∈ •l(u)• kann na
h Voraussetzungni
ht gelten u < t, also folgt u = t. Somit ist x ∈ •l(t).Beweis von ii: Analog zum Beweis von i erhält man: t ≤ uFCp und mit dem glei
henArgument folgt: u = t und x ∈ l(t)•.Erster Teil des Beweises von Satz 2Sei R = (HR, TR) ein Run mit R |= ΦΣ. Zu zeigen ist:
∃C : C |= Σ ∧ C ≃ RS
hritte:1. Konstruiere C, und2. zeige: C ≃ R.3. Zeige: C |= Σ. 26



1. S
hrittKonstruktion von C, so dass C ≃ R:Sei C ein Petrinetz mit
TC =TR

PC ={(x, i) | x ∈ V ar ∧ Hx(i), i ∈ N}

FC ={
(
(x, i), t

)
| (x, i) ∈ PC ∧ t ∈ TC ∧ x ∈ Inv(t) ∧ t(x) = i}∪

{
(
t, (x, i)

)
| (x, i) ∈ PC ∧ t ∈ TC ∧ x ∈ Inv(t) ∧ t(x) + 1 = i}Aus der De�nition eines Runs folgt unmittelbar, dass zu jedem (x, i) ∈ PC maximalein t ∈ TC existiert mit (x, i)FCt und maximal ein t ∈ TC existiert mit tFC(x, i).Ebenso ist klar, dass zu jedem t ∈ TC mindestens ein (x, i) ∈ PC existiert mit

(x, i)FCt und mindestens ein (x, i) ∈ PC existiert mit tFC(x, i). O�ensi
htli
h istau
h {a | a <C b} endli
h für alle a ∈ PC ∪TC . Da ≺R irre�exiv ist, folgt zusammenmit folgender Proposition, dass C ein verteilter Ablauf ist.Proposition 11. Für alle s, t ∈ TC gilt: s <C t ⇔ s ≺R t.Beweis von Proposition 11. �⇒�: Sei s <C t.
y ∃n ∈ N ∃u1, . . . , un ∈ TC , p1, . . . , pn−1 ∈ PC : s = u1 ∧ t = un

∧ (∀1 ≤ i ≤ n − 1: uiFCpi ∧ piFCui+1)

(Def. <C)

y ∃n ∈ N ∃u1, . . . , un ∈ TC , p1, . . . , pn−1 ∈ PC : s = u1 ∧ t = un

∧
(
∀1 ≤ i ≤ n − 1: ui(p

1
i ) = p2

i − 1 ∧ ui+1(p
1
i ) = p2

i

)
,

(Def. FC)mit ui ∈ TR,

p1
i ist 1. Element des Tupels pi,

p2
i ist 2. Element des Tupels pi,

p1
i ∈ Inv(ui), p1

i ∈ Inv(ui+1), p2
i ∈ N

y ∃n ∈ N ∃u1, . . . , un ∈ TC , p1, . . . , pn−1 ∈ PC : s = u1 ∧ t = un

∧ (∀1 ≤ i ≤ n − 1: ui ≺·Rui+1) ,

(Def. ≺·R)

y ∃n ∈ N ∃u1, . . . , un ∈ TC , p1, . . . , pn−1 ∈ PC : s = u1 ∧ t = un

∧ (∀1 ≤ i ≤ n − 1: u1 ≺R un) ,

(Def. ≺R)

y s ≺ t�⇐�: Die Rü
kri
htung ergibt si
h, indem der vorstehende Beweis zeilenweise vonunten na
h oben gelesen wird.Die folgenden Propositionen werden später no
h verwendet. Sie folgen unmittelbaraus der De�nition von C.Proposition 12.(i) ∃i ∈ N :
(
(x, i), t

)
∈ FC ⇔

(
(x, t(x)), t

)
∈ FC ⇔ x ∈ Inv(t) ∧ Hx(t(x)).(ii) ∃i ∈ N :

(
t, (x, i)

)
∈ FC ⇔

(
t, (x, t(x) + 1)

)
∈ FC ⇔ x ∈ Inv(t)∧Hx(t(x)+1).27



Proposition 13. Es gilt:
◦C = {x ∈ V ar | Hx(0)}Das Labeling l von C mit Σ ist wie folgt de�niert:
l : C → Σ mit
l
(
(x, i)

)
= x für (x, i) ∈ PC

l(r) = t, mit effΣ(t) = effR(r) für r ∈ TC(= TR)Wegen Lemma 7 ist l wohlde�niert. Man bea
hte aber, dass t in der De�nition von
l nur dann eindeutig bestimmt ist, wenn Σ einfa
h ist.2. S
hrittZu zeigen ist C ≃ R.Sei f : TR → TC mit f = id.1. Proposition 11 besagt, dass für alle s, t ∈ TC gilt: s <C t ⇔ s ≺R t.2. Zu zeigen ist: ∀t ∈ TR : effR(t) = eff l

C(f(t)).I
h zeige zunä
hst komponentenweise Glei
hheit:Sei x ∈ Inv(t). Dann gilt
effl

C(f(t), x) =
(
x ∈ l(•f(t)), x ∈ l(f(t)•)

) (Def. effl
C))

=
(
∃i ∈ N : (x, i)FCf(t), ∃j ∈ N : f(t)FC(x, j)

) (Def. l, FC , •t, t•)
=

(
Hx(t(x)), Hx(t(x) + 1)

)
(Proposition 12)

= effR(t, x) (Def. effR)Bleibt zu zeigen, dass die De�nitionsberei
he der E�ekte glei
h sind, d.h.:
x ∈ Inv(t) ⇔ ∃i ∈ N : (x, i) ∈ •f(t)•�⇒�: Sei x ∈ Inv(t). Sei S = (C, C′, IC) ein S
hritt in R mit t ∈ TC . Somit gilt

S |= ΦΣ und es folgt:
S |= x̃ (Def. IC)

y S |=
∨

s∈•x•

φs (Def. R, ΦΣ)
y ∃s ∈ •x• : S |= φs

y ∃s : (x ∈ s• ∨ x ∈ •s) ∧ S |= φs (Def. •)
y ∃s : S |= x ∨ x′ (Def. φs)
y S |= x ∨ x′

y Hx(t(x)) ∨ Hx(t(x) + 1)
(da na
h Vorausset-zung x ∈ Inv(t))

y ∃i ∈ N :
(
(x, i), f(t)

)
∈ FC ∨ ∃i ∈ N :

(
f(t), (x, i)

)
∈ FC

(Proposition 12 undVoraussetzung)
y ∃i ∈ N : (x, i) ∈ •f(t)• 28



�⇐�: Sei (x, i) ∈ •f(t)•.
y f(t)FC(x, i) ∨ (x, i)FCf(t) (Def. •)
y x ∈ Inv(t) (Def. FC)3. Proposition 13 besagt, dass ◦C = {x ∈ V ar | Hx(0)}.Somit ist f = id die gesu
hte Bijektion von TR auf TC und es gilt: C ≃ R.3. S
hrittZu zeigen ist: C |=l Σ1. Labeling l erfüllt:(a) Nebenläu�ge Elemente sind unters
hiedli
h gelabelt(b) Für t ∈ TC gilt: l(•t) = •l(t) und l(t•) = l(t)•2. IΣ = ◦C3. C respektiert den Progress aller Transitionen.zu 1a: Seien d, e ∈ TC nebenläu�g in C. Es folgt unmittelbar d 6= e. Weiterhin sei

s = l(d) und t = l(e). Da C ≃ R sind f−1(d) und f−1(e) dann au
h nebenläu�gin R und somit gilt (na
h einer Proposition aus [Ale02℄) Inv(d) ∩ Inv(e) = ∅. Wirhaben also
s = l(d) ∧ t = l(e) ∧ Inv(f−1(d)) ∩ Inv(f−1(e)) = ∅Mit der De�nition von l folgt:

effΣ(s) = effR(f−1(d)) ∧ effΣ(t) = effR(f−1(e)) ∧ Inv(f−1(d))∩Inv(f−1(e)) = ∅und aufgrund der De�nition des E�ektes und von φs und φt gilt
V (φs) = Inv(f−1(d)) ∧ V (φt) = Inv(f−1(e)) ∧ Inv(f−1(d))∩ Inv(f−1(e)) = ∅Daraus folgt unmittelbar

V (φs) ∩ V (φt) = ∅und man erhält s
hlieÿli
h s 6= t.Seien nun (p, i), (q, j) ∈ PC nebenläu�g. Dann gilt, dass (p, i)• und (q, j)• nebenläu-�g oder glei
h sind. Wegen C ≃ R sind f−1((p, i)•) und f−1((q, j)•) in R ebenfallsnebenläu�g oder glei
h. Im zweiten Falle müÿte gelten: f−1((p, i)•)(p) = i und
f−1((p, i)•)(q) = j. Dies impliziert p 6= q oder (p, i) = (q, j), wobei letztere Al-ternative na
h Voraussetzung fals
h ist. Bleibt no
h der Fall zu betra
hten, dass
f−1((p, i)•) und f−1((q, j)•) in R nebenläu�g sind. Dann gilt (na
h einer Propo-sition aus [Ale02℄) f−1((p, i)•) ∩ f−1((q, j)•) = ∅ und, da p ∈ Inv(f−1((p, i)•))und q ∈ Inv(f−1((q, j)•)), folgt p 6= q. Na
h De�nition von l gilt somit l((p, i)) 6=
l((q, j)). Damit ist 1a gezeigt.
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zu 1b: Zu zeigen ist: Für t ∈ TC gilt: l(•t) = •l(t) und l(t•) = l(t)•.
l(•t) =l({(p, i) | (p, i)FCt})

={l((p, i)) | (p, i)FCt}

={p | ∃i ∈ N : (p, i)FCt} (Def. l)

={p | p ∈ Inv(f−1(t)) ∧ Hp(f
−1(t)(p))} (Prop. 12)

={p | effR(f−1(t), p) = (true, ∗), ∗ ∈ {true, false}} (Def. effR)

={p | effΣ(l(t), p) = (true, ∗), ∗ ∈ {true, false}} (Def. l)

={p | p ∈ •l(t)} = •l(t) (Def. effΣ)

l(t•) =l({(p, i) | tFC(p, i)}) (siehe oben)

={p | ∃i : tFC(p, i)}

={p | p ∈ Inv(f−1(t)) ∧ Hp(f
−1(t)(p) + 1)}

={p | effR(f−1(t), p) = (∗, true), ∗ ∈ {true, false}}

={p | effΣ(l(t), p) = (∗, true), ∗ ∈ {true, false}}

={p | p ∈ l(t)•} = l(t)•zu 2:
◦C ={x ∈ V ar | H0(x)} (Prop. 13)

={x ∈ V ar | ΦΣ → x} (Sematik von TLDA)

={x ∈ V ar | φinit → x} (Konstruktion von ΦΣ)

={x ∈ V ar | x ∈ IΣ} (Konstruktion von φinit)

=IΣzu 3: Zu zeigen ist: Für alle t ∈ PrΣ gilt: l(C◦) aktiviert ni
ht t.Sei t ∈ PrΣ. Es gilt:
R |= progress•t•(φt)

y ∃p ∈ •t∀i ∈ N∃r ∈ TR : Hp(i) → r(p) = i (Lemma 6)
y ∃p ∈ •t∀i ∈ N∃s ∈ TR : (p, i) ∈ PC → s(p) = i

y ∃p ∈ •t∀a ∈ l−1(p)∃s ∈ TC : aFCs

y ∃p ∈ •t∀a ∈ l−1(p)∃s ∈ TC : s ∈ a•

y ∃p ∈ •t∀a ∈ l−1(p) : a• 6= ∅

y ∃p ∈ •t∀a : l(a) = p → a• 6= ∅

y ∃p ∈ •t¬∃a : l(a) = p ∧ a• 6= ∅

y ∃p ∈ •t : ¬p ∈ {l(a) | a ∈ PC ∧ a• 6= ∅}

y ∃p ∈ •t : ¬p ∈ l({a | a ∈ PC ∧ a• 6= ∅})

y ∃p ∈ •t : p /∈ l(C◦)

y •t 6⊆ l(C◦)

y l(C◦) aktiviert ni
ht t 30



Zweiter Teil des Beweises von Satz 2Sei C ein verteilter Ablauf mit C |=l Σ. Zu zeigen ist:
∃R : R |= ΦΣ ∧R ≃ ΣS
hritte:1. Konstruiere R, und2. zeige: R ≃ C.3. Zeige: R |= ΦΣ.1. S
hrittSei g : TC → Abb(D, N), D ⊆ PΣ eine Abbildung von TC in die Menge der Abbil-dungen von Teilmengen von PΣ na
h N mit:
g(t) : •l(t)• → N

g(t)(x) = min{i ∈ N | ∀s < t, x ∈ •l(s)• : g(s)(x) < i}Die folgenden Propositionen werden später verwendet.Proposition 14. Für alle t ∈ TC ist g(t) 6= ∅.Beweis von Propostion 14. Für alle t ∈ TC ist •t• 6= ∅Proposition 15. Seien s, t ∈ TC und p ∈ PΣ. Es gilt
x ∈ Inv(g(s)) ∧ x ∈ Inv(g(t)) ⇒ (s = t) ∨ (s < t) ∨ (t < s)Beweis von Proposition 15. Die Aussage folgt als Korollar unmittelbar aus Propo-sition 8.Proposition 16. Seien s, t ∈ TC und p ∈ PΣ. Es gilt(i) g(s)(p) + 1 = g(t)(p) ∧ p ∈ •l(t) ⇒ p ∈ l(s)•(ii) g(s)(p) + 1 = g(t)(p) ∧ p ∈ l(s)• ⇒ p ∈ •l(t)Beweis von Proposition 16. Seien s, t ∈ TC und p ∈ PΣ. Um i. zu zeigen, sei

g(s)(p) + 1 = g(t)(p) und p ∈ •l(t). Na
h De�nition von g folgt p ∈ •l(s)•. Dana
h Voraussetzung p ∈ •l(t)• gilt na
h Proposition 8 s < t ∨ t < s ∨ s = t.Zusammen mit g(s)(p) < g(t)(p) folgt s < t.Wegen g(s)(p) + 1 = min{i ∈ N | ∀u < t, p ∈ •l(u)• : g(u)(p) < i} erhält maninsgesamt:
p ∈ •l(s)• ∧ p ∈ •l(t) ∧ s < t ∧ (∄u ∈ TC : s < u < t ∧ p ∈ •l(u)•)Mit Proposition 9 folgt p ∈ l(s)•.Der Beweis von ii. geht analog. 31



Proposition 17. Seien s, t ∈ TC und p ∈ PΣ. Es gilt
g(s)(p) = g(t)(p) ⇒ s = tBeweis von Proposition 17. Seien s, t ∈ TC und p ∈ PΣ und g(s)(p) = g(t)(p). Na
hDe�ntion von g gilt:
p ∈ •l(s)• ∧ p ∈ •l(t)• ∧ min{i ∈ N | ∀u < s, p ∈ •l(u)• : g(u)(p) < i}

= min{i ∈ N | ∀u < t, p ∈ •l(u)• : g(u)(p) < i}Hieraus folgt unmittelbar
p ∈ •l(s)• ∧ p ∈ •l(t)• ∧ (¬t < s ∧ ¬s < t)Wegen Propostion 8 folgt
(s < t ∨ t < s ∨ s = t) ∧ (¬t < s ∧ ¬s < t)Somit gilt s = t.Proposition 18. g ist injektiv.Beweis von Proposition 18. Sei s, t ∈ TC und g(s) = g(t). Wegen Proposition 14existiert ein p ∈ PΣ mit g(s)(p) = g(t)(p). Mit Proposition 17 folgt s = t.Im Folgenden de�niere i
h Histories zu den Plätzen von Σ.Sei (Hx)x∈PΣ

eine PΣ-induzierte Familie von Folgen von Wahrheitswerten, d.h.
(Hx)x∈PΣ

sind einstellige Prädikate über �Prä�xen� von N. Die jeweilige Längedieser (ggf. unendli
hen) �Prä�xe� wird mit l(Hx) bezei
hnet. Dabei sei
l(Hx) = max{i ∈ N | ∃t ∈ TC : g(t)(x) = i − 2} ∪ {1}

Hx(i) gdw. 



x ∈ IΣ , für i = 0

∨
∃t ∈ TC : g(t)(x) = i ∧ x ∈ •l(t)
∃t ∈ TC : g(t)(x) + 1 = i ∧ x ∈ l(t)•

, für 0 < i < l(Hx)ni
ht de�niert , sonst(Die zweite Alternative im Fall 0 < i < l(Hx) wird für Plätze mit leerem Na
hbrei
hbenötigt.)I
h setze V ar = PΣ, TR = g(TC) und R = (H, TR) und werde zeigen:Proposition 19. R ist ein Run über der Variablenmenge V ar.Um Proposition 19 zu beweisen zeige i
h zunä
hst:Proposition 20. Sei s, t ∈ TC. Es gilt
s < t gdw. g(s) ≺ g(t)Beweis von Propostione 20. Seien q, r ∈ TR. Aufgrund der Injektivität von g genügtzu zeigen, dass q ≺ r genau dann gilt, wenn g−1(q) < g−1(r).Sei nun g−1(q) < g−1(r). Dann existieren Plätze p0, . . . , pn ∈ PC und Transitionen

t1, . . . , tn ∈ TC , so dass gilt
g−1(q)FCp0FCt1FCp1FCt2FC . . . tnFCpnFCg−1(r)32



daraus folgt
p0 ∈ g−1(q)• ∧ p0 ∈ •t1

∧ p1 ∈ t•1 ∧ p1 ∈ •t2...
∧ pn ∈ t•n ∧ pn ∈ •g−1(r)und weiter na
h De�ntion von g

q(p0) + 1 = g(t1)(p0) ∧ g(t1)(p1) + 1 = g(t2)(p1) ∧ . . . ∧ g(tn)(pn) + 1 = r(pn)na
h De�nition von ≺· gilt
q ≺·g(t1) ≺·g(t2) ≺· . . . ≺·g(tn) ≺·rund somit erhält man
q ≺ rDie Rü
kri
htung ergibt si
h, indem man den Beweis zeilenweise von unten na
hoben lieÿt.Beweis von Proposition 19. Zu zeigen ist:1. Für alle x ∈ V ar mit 0 ≤ i < l(Hx) − 1 existiert genau ein t ∈ TR, so dass
t(x) = i.2. Für alle t ∈ V ar und x ∈ Inv(t) ist 0 ≤ t(x) < l(Hx) − 1.3. ≺ |TR×TR

ist irre�exiv.zu 1: Sei x ∈ V ar mit 0 ≤ i < l(Hx)−1. Es gilt also x ∈ l(PC) und l(Hx) ≥ i+2 ≥ 2.Na
h De�nition von l(Hx) existiert also ein t ∈ TC mit g(t)(x) ≥ i und na
hDe�ntion von g muÿ dann au
h ein t ∈ TC existieren mit g(t)(x) = i. Sei nun
r ∈ TR mit r = g(t), dann ist r(x) = i. Damit ist die Existenzaussage gezeigt. DieEindeutigkeit folgt nun unmittelbar aus Proposition 17.zu 2: Na
h De�nition von l(Hx) ist

l(Hx) = max{i ∈ N | ∃t ∈ TC : g(t)(x) = i − 2} ∪ {1}Sei nun t ∈ TC so gewählt, dass g(t)(x) maximal. Dann maximiert g(t) ∈ TR denWert von x für alle r ∈ TR und es gilt l(Hx) ≥ g(t)(x)+2 und somit t(x) < l(Hx)−1.zu 3: Da <C na
h De�nition azyklis
h ist, ist na
h Proposition 19 ≺R ebenfallsazyklis
h.Somit ist gezeigt, dass R ein Run ist.
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2. S
hrittZu zeigen ist R ≃ C, d.h., dass eine Bijektion f : TR → TC existiert, mit1. effR(t) = eff l
C(f(t)), für alle t ∈ TR und2. s ≺R t ⇔ f(s) <C f(t), für alle s, t ∈ TR.3. C0(R) = {p ∈ V ar | Hp(0)}Im Folgenden sei f = (g|TC

)−1. Aus der Injetivität von g folgt unmittelbar dieBijektivität von f .zu 1: Da i
h das folgende Argument später no
h einmal benötigen werde, formulierei
h zunä
hst folgende Proposition:Proposition 21. Sei r ∈ TR und x ∈ V ar. Es gilt(i) Hx(r(x)) ⇔ x ∈ •l(f(r))(ii) Hx(r(x) + 1) ⇔ x ∈ l(f(r))•Beweis von Proposition 21. Sei r ∈ TR und x ∈ V ar. Im Falle r(x) = 0 gilt
Hx(r(x)) ⇔ x ∈ IΣ. Na
h De�nition von IΣ gilt dies genau dann, wenn ein p ∈ PCexistiert mit

l(p) = x ∧ •p = ∅ (∗)Weiterhin existiert wegen x ∈ •l(f(r))• (da r(x)) ein q ∈ PC mit l(q) = x ∧ q ∈
•f(r)•. Aus l(p) = x = l(q) folgt (p < q) ∨ (q < p) ∨ (p = q) und wegen (∗) folgt
p ≤ q. Wenn p = q gilt wegen (∗), dass p ∈ •f(r) und somit x ∈ •l(f(r)). Wenn
p < q folgt p < f(r), da im Vorbrei
h von q genau eine Transition existiert. Da
r(x) = 0, existiert keine Transition s ∈ TC mit x ∈ •l(s)• und p < s < f(r). Na
hProposition 10 folgt x ∈ •l(f(r)). Umgekehrt gilt: Aus x ∈ •f(r) und r(x) = 0 folgt,dass ein p ∈ PC mit leerem Vorberei
h existiert, mit l(p) = x. Somit gilt Hp(r(x)).
r(x) + 1 = 0 kann für den Fall r(x) = 0 ni
ht eintreten.Im Falle r(x) > 0 gilt:

Hx(r(x))

⇔ ∨
∃t ∈ TC : g(t)(x) = r(x) ∧ x ∈ •l(t)

∃t ∈ TC : g(t)(x) + 1 = r(x) ∧ x ∈ l(t)•

y ∨
∃t ∈ TC : g(t) = r ∧ x ∈ •l(t)

∃t ∈ TC : g(t)(x) + 1 = g(f(r))(x) ∧ x ∈ l(t)•
(Prop. 17, Def. g, f)

y x ∈ •l(f(r)) (Def. g, f , Prop. 16)
y ∃t ∈ TC : g(t) = r ∧ x ∈ •l(t)

y ∃t ∈ TC : g(t)(x) = r(x) ∧ x ∈ •l(t)

y Hx(r(x))Somit gilt:
Hx(r(x)) ⇔ x ∈ •l(f(r)) 34



Ebenso gilt:
Hx(r(x) + 1)

⇔ ∨
∃t ∈ TC : g(t)(x) = r(x) + 1 ∧ x ∈ •l(t)

∃t ∈ TC : g(t)(x) + 1 = r(x) + 1 ∧ x ∈ l(t)•

y ∨
∃t ∈ TC : g(t)(x) = g(f(r))(x) + 1 ∧ x ∈ •l(t)

∃t ∈ TC : g(t) = r ∧ x ∈ l(t)•
(Def. g, f , Prop. 17)

y x ∈ l(f(r))• (Prop. 16, Def. g, f)
y ∃t ∈ TC : g(t) = r ∧ x ∈ l(t)•

y ∃t ∈ TC : g(t)(x) + 1 = r(x) + 1 ∧ x ∈ l(t)•

y Hx(r(x))Somit gilt:
Hx(r(x) + 1) ⇔ x ∈ l(f(r))•Mithilfe dieser Proposition ist die Behauptung nun lei
ht zu zeigen:
effR(r, x) =

{(
Hx(r(x)), Hx(r(x) + 1)

) , falls x ∈ Inv(r)ni
ht de�niert , sonstDa x ∈ Inv(r) ⇔ x ∈ •f(r)•, gilt na
h Proposition 21:
effR(r, x) =

{(
x ∈ •l(f(r)), x ∈ l(f(r))•)

) , falls x ∈ •f(r)•ni
ht de�niert , sonst
=effC(f(r), x)Es folgt: effR(r) = eff l

C(f(r)).zu 2: Wurde bereits mit Proposition 20 gezeigt.zu 3: Folgt unmittelbar aus der De�nition von R.3. S
hrittSei f wie im 2. S
hritt de�niert.Zu zeigen ist R |= ΦΣ. Na
h De�nition von ΦΣ ist zu zeigen:1. R |= φinit2. R |=
∧

p∈PΣ
2φp3. R |= φprogzu 1: Zu zeigen ist

(C0(R), C′
0(R), IC0(R)) |=

∧

p∈IΣ

p ∧
∧

p6∈IΣ

¬p (∗)35



Der Wert einer ungestri
henen Variable p wird in (C0(R), C′
0(R), IC0(R)) zu wahrevaluiert genau dann, wennHp(C0(R)) gilt. Na
h De�nition von C0 ist wertC0(R)(p) =

wahr ⇔ Hp(0). Na
h De�nition von H gilt:
wertC0(R)(p) = wahr ⇔ p ∈ IΣSomit gilt (∗).zu 2: Sei p ∈ PΣ. Zu zeigen ist für jedes Su�x R′ von R:
S |= 2(p̃ →

∨

t∈•p•

φt), wobei S = (C, C′, IC) Anfangss
hritt von R′ ist.Sei wertS(p̃) = wahr. Dann ist {p} ∈ IC . Also existiert ein r ∈ TC mit p ∈ Inv(r).Na
h De�nition von R und f folgt p ∈ •l(f(r))•. Es genügt also zu zeigen, dass
wertS(φl(f(r))) = wahr, d.h.

S |=


 ∧

p∈•l(f(r))

p


∧

∧


 ∧

p∈•l(f(r))\l(f(r))•

¬p′


 ∧


 ∧

p∈l(f(r))•

p′


 ∧ closed

(
˜•l(f(r))•, PΣ

)Dies kann lei
ht für die einzelnen Elemente der Konjuktion gezeigt werden:Für p ∈ V ar gilt:
wertS(p) = wahr

⇔ Hp(C(p))

⇔ Hp(r(p)) (da r na
h [Ale02℄ eindeutig bestimmt ist)
⇔ p ∈ •l(f(r)) (Prop. 21)Für p′ ∈ V ar′ gilt:

wertS(p′) = wahr

⇔ Hp(C
′(p))

⇔ Hp(r(p) + 1) (da r na
h [Ale02℄ eindeutig bestimmt ist)
⇔ p ∈ l(f(r))• (Prop. 21)und es gilt weiterhin

wertS(p′) = false

⇔ nicht wertS(p′) = wahr

⇔ p 6∈ l(f(r))•

⇔ p ∈ •l(f(r)) \ l(f(r))• (da p ∈ •l(f(r))•)Wegen Inv(r) = •l(f(r))• exitiert keine e
hte Übermenge von •l(f(r))• in IC . Somitgilt s
hlieÿli
h au
h closed

(
˜•l(f(r))•, PΣ

).
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zu 3: Sei t ∈ PrΣ. Es folgt:
l(C◦) aktiviert ni
ht t

y •t * l(C◦)

y ∃p ∈ •t : p 6∈ l(C◦)

y ∃p ∈ •t¬∃a ∈ PC : l(a) = p ∧ a ∈ C◦

y ∃p ∈ •t∀a ∈ l−1(p) : a 6∈ C◦

y ∃p ∈ •t∀a ∈ l−1(p)∃c ∈ TC : a ∈ •cSei nun p ∈ •t mit
∀a ∈ l−1(p)∃c ∈ TC : a ∈ •c (∗)Sei i ∈ N, so dass Hp(i). Dann gilt na
h De�nition von H einer der drei folgendenFälle:(i) i = 0 ∧ p ∈ IΣ(ii) 0 < i < l(Hp) ∧ ∃d ∈ TC : g(d)(p) = i ∧ p ∈ •l(d)(iii) 0 < i < l(Hp) ∧ ∃d ∈ TC : g(d)(p) = i + 1 ∧ p ∈ l(d)•zu i:

i = 0 ∧ p ∈ IΣ

y ∃a ∈ PC : l(a) = p ∧ a ∈ ◦C

y ∃a ∈ l−1(p)∃c ∈ TC : a ∈ ◦C ∧ a ∈ •c (wegen (∗))
y ∃a ∈ l−1(p)∃c ∈ TC : •a = ∅ ∧ p ∈ •l(c)•

y ∃c ∈ TC¬∃e ∈ TC : e < c ∧ p ∈ •l(c)•

y ∃c ∈ TC : g(c)(p) = 0 (Def. von g)
y ∃r ∈ TR : r(p) = izu ii:

∃d ∈ TC : g(d)(p) = i ∧ p ∈ •l(d)

y ∃r ∈ TR : r(p) = i
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zu iii:
∃d ∈ TC : g(d)(p) = i + 1 ∧ p ∈ l(d)•

y ∃d ∈ TC : g(d)(p) = i + 1 ∧ (∃a ∈ PC : l(a) = p ∧ a ∈ d•)

y ∃a ∈ l−1(p)∃d ∈ TC∃c ∈ TC : g(d)(p) = i + 1 ∧ a ∈ d• ∧ a ∈ •c (wegen (∗))
y

∃a ∈ l−1(p)∃c, d ∈ TC : g(d)(p) = i + 1 ∧ p ∈ •l(c)

∧ (¬∃e ∈ TC : d < e < c ∧ a ∈ •e•)

(da Vor- und Na
hbe-rei
h von a eindeutig)
y

∃a ∈ l−1(p)∃c, d ∈ TC : g(d)(p) = i + 1 ∧ p ∈ •l(c)•

∧ (¬∃e ∈ TC : d < e < c ∧ p ∈ •l(e)•)

(da nebenläu�ge Ele-mente unters
hiedli
hgelabelt)
y ∃c, d ∈ TC : g(d)(p) = i + 1 ∧ g(c)(p) = i (Def. von g)
y ∃c ∈ TC : g(c)(p) = i

y ∃r ∈ TR : r(p) = iZusammenfassend gilt also
∃p ∈ •t∀i ∈ N∃r ∈ TR : Hp(i) → r(p) = iNa
h Lemma 6 folgt R |= progress•t•(φt).Damit ist Satz 2 bewiesen.
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